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Введение

Алгебра кортежей (АК) – это математическая система, с помощью которой моделируется в полном виде теория многоместных отношений. К тому же эта система является интерпретацией математической логики, поэтому с ее помощью можно выразить многие сложные аналитические методы и средства для моделирования и анализа рассуждений. Но в отличие от формальных структур математической логики, для понимания которых требуется основательная математическая подготовка, АК более удобна для усвоения начинающими и позволяет представить сложные метода анализа рассуждений в виде простых и легко моделируемых на компьютере алгоритмов.  

Структуры АК характеризуются следующими свойствами:

1) хорошо совместимы с архитектурой современных компьютеров;

2) универсальны и могут быть использованы не только для анализа рассуждений и моделирования основных структур, применяющихся в системах интеллектуальной обработки данных и знаний, но и при моделировании графов, частично упорядоченных множеств, баз данных и знаний;

3) характеризуются определенной регулярностью, что позволяет эффективно применять в них методы параллельной обработки данных.

Математические свойства АК основаны на свойствах математической структуры, которая называется "декартово произведение множеств". Свойства этой структуры подробно рассмотрены в первом разделе. При составлении материала предполагалось, что читатель знаком с основами алгебры множеств, которые изложены в размещенном на этом же сайте руководстве «Логика естественных рассуждений».

1. Декартово произведение множеств

В качестве объектов алгебры множеств могут использоваться не только видимые или воображаемые предметы, но и разнообразные математические структуры: числа, точки, линии, интервалы, аналитические функции и т.д. Одной из таких часто используемых структур является последовательность из двух, трех и т.д. элементов. Эти последовательности в математике называют векторами, парами, тройками, n-местными последовательностями, n‑ками,  кортежами. Будем называть их элементарными кортежами. Количество элементов в элементарном кортеже называется размерностью этого кортежа.
Множество элементарных кортежей одной и той же размерности (n) называют многоместным (или n-местным) отношением. "Наглядными" примерами многоместных отношений являются таблицы, в частности, таблицы, в которых содержатся сведения о персонале какой-либо фирмы, или таблицы, в которых представлены дискретные (или дискретизированные) функции или отношения типа "больше", "предшествует", "является потомком" и т.д. Например, отношение "меньше" для множества {1, 2, 3} целых чисел можно представить как множество пар чисел {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} или как таблицу





   Таблица 1
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В виде многоместных отношений можно представить многие предложения естественного языка. Например, предложение "Петров взял в библиотеке книгу Шолохова "Тихий Дон" математически можно представить как элемент (кортеж) отношения "Взятые в библиотеке книги" (ВК): 

ВК (Фамилия читателя, Автор книги, Название книги). 

Способ представления текстов в виде отношений позволяет использовать логический анализ с помощью средств и методов математической логики. При этом используется специальная терминология: имя отношения (в нашем примере ВК) и его структура (т.е. число и состав атрибутов этого отношения) в математической логике называется предикатом. Более точно, предикатом является не само отношение, а отображение некоторого универсального отношения на множество {T, F} логических констант T (истинно) и F (ложно). Например, если универсум содержит пары (a, c), (a, d), (b, c) и  (b, d), а отношение P содержит только две пары (a, c) и (b, c), то предикат P(x, y) можно представить как таблицу






   Таблица 2
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Для моделирования и анализа многоместных отношений часто используется структура, которая называется «декартово произведение множеств». В некоторых источниках эта структура называется прямым произведением множеств. Рассмотрим определение этой структуры.

Пусть задана некоторая совокупность одинаковых или различных множеств X, Y, ..., Z, общее число которых равно n. Тогда декартовым произведением этих множеств является совокупность всех возможных n‑местных элементарных кортежей, у которых на первом месте стоит элемент множества X, на втором – элемент множества Y, ..., а на последнем – элемент множества Z. Декартово произведение множеств X, Y, ..., Z обозначается как X(Y( ... (Z. 

Декартово произведение для n одинаковых множеств X обозначается как 
[image: image1.wmf]n

X

. Для совокупности множеств, обозначенных одинаковыми символами, отличающимися только индексами (например, 
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), используется символ многократного произведения 
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, в этом случае декартово произведение  
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 можно обозначить как 
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Рассмотрим несколько примеров декартовых произведений.

1) Для двух множеств X ={a, b}, Y = {b, c} декартово произведение 

X(Y = {(a, b), (a, c), (b, b), (b, c)}. 

Здесь множество содержит пары элементов, у которых в отличие от множеств порядок строго определен (т.е. их нельзя менять местами). Чтобы отличить (упорядоченные) пары от множеств, их заключают не в фигурные, а в простые круглые скобки. 

2) Исходные множества могут быть заданы непрерывными интервалами, в этом случае декартовым произведением является область, ограниченная соответствующим прямоугольником на плоскости. Например, на рисунке 1 затемненный прямоугольник вместе со своими границами является изображением декартова произведения отрезков AB и CD, находящихся на разных координатных осях. Эти отрезки можно представить как бесконечную совокупность точек. Каждая из этих точек имеет координату – действительное число, равное расстоянию от начала координат до этой точки. Тогда элементами декартова произведения в этом случае являются всевозможные пары чисел, которые обозначают координаты точек, расположенных на плоскости в пределах этого прямоугольника. Ясно, что число таких пар бесконечно.
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                        Рис. 1

Возможны более сложные структуры, формируемые с помощью декартова произведения (рисунки 2 и 3). На рисунке 2 структура из 4-х затемненных прямоугольников является изображением декартова произведения множеств интервалов {AB, CD}({EF, GH}. На рис. 3 совокупность горизонтальных отрезков на координатной плоскости, обозначенных жирными линиями, является изображением декартова произведения множества {AB, CD} отрезков одной координатной оси на множество {F, G, H} точек другой оси. Если в качестве элементов декартовых произведений использовать только точки (например, {A, B, C}({G, H}), то на плоскости само декартово произведение будет отображаться как множество точек. Аналогичные структуры можно строить не только на плоскости, но и в трехмерном, четырехмерном и т.д. пространствах.

Последние два примера показывают, что декартово произведение можно применять не только к сугубо дискретным системам, но и к системам, содержащим непрерывные точечные множества.
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Рис. 3

Если декартово произведение формируется из N конечных множеств, то оно содержит конечное число кортежей и его можно представить в виде таблицы, содержащей N столбцов, а каждая строка этой таблицы будет содержать элементарный кортеж данного декартова произведения. 

В математике с декартовыми произведениями тесно связано определение понятия «отношение»:

Определение 1. N-местным отношением называется некоторое подмножество элементарных кортежей некоторого декартова произведения, сформированного из N множеств.

Например, отношение «меньше» на множестве чисел {1, 2, 3} (таблица 1) с точки зрения этого определения является подмножеством элементарных кортежей, выбранных из декартова произведения {1, 2, 3}({1, 2, 3}.

Рассмотрим некоторые количественные соотношения на декартовых произведениях. Пусть X – некоторое множество, тогда обозначение  (X( – это количество элементов или мощность этого множества. Тогда количество всех элементов (т.е. элементарных кортежей) декартова произведения будет в точности равно произведению мощностей всех используемых в этом произведении множеств, т.е.

(X(Y(...(Z(=(X(((Y(( ... ((Z(.




(1)

Например, если заданы множества 

P = {a, b, c}; Q = {a, d, f} и R = {a, b, c, f}, то их декартово произведение P(Q(R будет содержать 3( 3( 4=36 элементарных кортежей. 

Чтобы лучше понять суть декартова произведения рассмотрим следующий пример. Пусть имеются три закрытые коробки, в каждой из которых может находиться только один из трех различных предметов (например, пудреница (П), мыло (М) и зубная щетка (Щ)). Предполагается также, что в коробках могут быть одинаковые предметы. Если нужно знать, что в какой коробке находится, и никаких других условий не дано, то множество всех возможных вариантов будет равно декартову произведению множеств

{П, М, Щ}({П, М, Щ}({П, М, Щ} = {(П, П, П), (П, М, П), ...}

и число всех возможных вариантов будет равно 3(3(3 = 27.

Рассмотрим основные свойства декартовых произведений [1]. Подробные сведения об этих свойствах и об их практическом применении содержатся также в [2]. 

1) Пересечение декартовых произведений.

Если даны декартовы произведения X1( X2(...(Xn и Y1( Y2(...(Yn, то их пересечение вычисляется так:

(X1( X2 (...( Xn) ( (Y1( Y2(...(Yn) = (X1(Y1)((X2 (Y2)(... ((Xn (Yn).

Т.е. чтобы вычислить пересечение двух декартовых произведений, надо сначала вычислить пересечение пар множеств, находящихся на соответствующих "местах" исходных декартовых произведений, а затем сформировать из полученных множеств декартово произведение. Например, пусть заданы следующие декартовы произведения:


{a, c, d}  (  {b, c}   ( {b, c, f} и 

{a, b, c, d}({a, c, d}({b, c, d}.

Тогда в соответствии с правилами вычисления пересечения декартовых произведений получим:

({a, c, d}({b, c}({b, c, f}) ( ({a, b, c, d}({a, c, d}({b, c, d}) = 

({a, c, d}({a, b, c, d})(({b, c}({a, c, d})(({b, c, f}({b, c, d}) =

{a, c, d}({c}({b, c}.

Нетрудно убедиться, что результат пересечения содержит 6 элементарных кортежей:

(a, c, b);

(a, c, c);

(c, c, b);

(с, c, c);

(d, c, b);

(d, c, c).

Тот же результат мы получим, если развернем первое декартово произведение (в нем содержится 18 элементарных кортежей), затем второе (в нем 36 элементарных кортежей) и после этого выберем из этих двух совокупностей одинаковые элементарные кортежи. Но вычислять результат таким путем намного сложнее.

2) Пустое декартово произведение
Если при выполнении каких-либо операций с декартовыми произведениями окажется, что в полученном декартовом произведении хотя бы одно множество окажется пустым, то в этом случае результат окажется пустым декартовым произведением. Например

{a, c, d}({b, c}({b, c, f} ( {a, b, d}({a, d}({b, c, d} = {a, d}((({b, c} = (.

В некоторых структурах (например, когда декартовы произведения используются в графах) это правило может не соблюдаться. Но здесь мы будем в основном рассматривать логические структуры, а для таких структур это правило пустого декартова произведения является аксиомой.

3) Проверка включения декартовых произведений
Если при сравнении двух декартовых произведений 

A = (X1(X2(...(Xn)  и 

B = (Y1(Y2(...(Yn) 

окажется, что для всех «мест» соблюдаются соотношения

(X1(Y1),  (X2 (Y2),..., (Xn (Yn), 

то в этом случае справедливо A(B, т.е. все элементарные кортежи декартова произведения A обязательно принадлежат также и декартову произведению B. В противном случае отношение A(B не соблюдается. Например, если заданы два декартовых произведения

{a, c, d}({b, c}({b, c, f}  и 

{a, d}   ( {b, c}({b, f},

то нетрудно убедиться, что второе из них включено в первое, так как каждая компонента второго декартова произведения является подмножеством соответствующей компоненты второго.

4) Объединение декартовых произведений

В общем случае объединение двух декартовых произведений нельзя представить как одно декартово произведение. Но если мы вычислим декартово произведение, используя тот же метод, что и при вычислении их пересечения, но при этом будем вычислять не пересечение, а объединение соответствующих компонент, то получим декартово произведение, которое содержит все элементарные кортежи исходных декартовых произведений. Но при этом в полученном декартовом произведении могут содержаться элементарные кортежи, которые не содержатся ни в одном из исходных декартовых произведений. Формула этого соотношения такова:
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(2)

Рассмотрим пример. Пусть имеются два декартовых произведения

{a, d}({f, g} и {c, d}({f, h}
Их пересечение мы можем вычислить, оно равно {d}({f} и состоит из одного элементарного кортежа. А их объединение содержит 7 элементарных кортежей (по 4 элементарных кортежа в каждом из них, но элементарный кортеж (d, f) содержится как в том, так и в другом декартовых произведениях):

{a, d}({f, g} ( {c, d}({f, h}={(a, f), (a, g), (d, f), (d, g), (c, f), (c, h), (d, h)}.

Если же мы используем правую часть формулы (2), то получим декартово произведение  {a, c, d}({f, g, h}, которое содержит 9 элементарных кортежей. В этом декартовом произведении содержатся элементарные кортежи (a, h) и (c, g), которых нет в объединении исходных декартовых произведений.

Если нужно вычислить число элементов в объединении двух декартовых произведений, то расчет производится по следующей формуле. Пусть даны декартовы произведения A и B. Тогда 

(A(B(=(A(+(B(–(A(B(.

Для нашего примера 

({a, d}({f, g}(= 4;    ({c, d}({f, h}( = 4;   ({d}({f}( = 1. Отсюда

({a, d}({f, g} ( {c, d}({f, h}( = 4 + 4 – 1 = 7.

Возможны случаи, когда в соотношении (2) знак включения можно заменить на знак равенства. Таких случаев всего два.

Первый случай. Если для двух декартовых произведений A и B соблюдается A(B, то в этом случае справедливо A(B=B.

Например, 

{a, c, d}({b, c}({b, c, f} ( {a, d}({b, c}({b, f} = {a, c, d}({b, c}({b, c, f},

так как проверка показывает, что второе декартово произведение включено в первое.

Второй случай. Если в двух декартовых произведениях все «места» за исключением одного содержат равные множества, то в соотношении (2) знак включения заменяется на знак равенства.

Например,

{a, d}({b, c}({b, c, d} ( {a, d}({b, f}({b, c, d} = {a, d}({b, c, f }({b, c, d},

так как в этих декартовых произведениях отличаются друг от друга только множества на втором «месте», а все остальные «места» содержат равные множества.

Эти и некоторые другие свойства декартовых произведений используются в алгебре кортежей, основные понятия и методы которой рассматриваются в следующих разделах.

2. Декартовы произведения в многомерном пространстве

Из определения 1 ясно, что в математике многоместное отношение определяется с помощью декартова произведения. Пусть D — декартово произведение n одинаковых или различных множеств. Тогда n-местное отношение R есть некоторое подмножество элементарных кортежей, содержащихся в D.

В качестве примера рассмотрим отношение "меньше" на множестве X={1, 2, 3, 4, 5} целых чисел. Множество D=X2 содержит все возможные пары этих чисел. Число этих пар равно 25 (в соответствии с формулой (1)). В то же время отношению "меньше" соответствуют только 10 из этих пар:


(1, 2);
(1, 3);
(1, 4);
(1, 5);
(2, 3);
(2, 4);
(2, 5);
(3, 4);
(3, 5);
(4, 5).

(3)

Во многих случаях многоместные отношения более удобно представлять как объединение декартовых произведений. Например, некоторые элементарные кортежи в (3) можно, используя свойства объединения, представить как один кортеж. Тогда возможны следующие варианты

R = ({1}({2, 3, 4, 5})(({2}({3, 4, 5})(({3}({4, 5})(({4}({5});

R = ({1, 2}({3, 4, 5})(({3}({4, 5})(({1}({2})(({4}({5}).

Нетрудно убедиться, что после "вычисления" декартовых произведений в каждом из этих двух выражений, мы получим в одно и то же множество элементарных кортежей, соответствующих отношению "меньше". Различие будет лишь в порядке их перечисления, но для множеств это не существенно.

Математическое определение многоместного отношения позволяет оперировать с отношениями как с обычными множествами при условии, что некоторая совокупность многоместных отношений определена на одном и том же декартовом произведении D. В этом случае дополнением многоместного отношения R является разность множеств D\R (т.е. из множества элементарных кортежей, содержащихся в D, мы удаляем все элементарные кортежи, содержащиеся в R). Например, если

D = {1, 2, 3, 4, 5}({1, 2, 3, 4, 5},

а R — отношение "меньше" на множестве чисел {1, 2, 3, 4, 5}, то, исключив из D все элементарные кортежи, принадлежащие R, мы получим множество элементарных кортежей, которые соответствуют отношению "больше или равно". 

Рассмотрим более общую модель. Предположим, что задан некий универсум в виде декартова произведения S = X1( X2(... ( Xn. Наглядно эту систему можно представить как геометрическое многомерное пространство с координатными осями X1, X2, ..., Xn. Но в геометрии в качестве координатных осей используются неограниченные в одну сторону прямые (лучи). В нашем же случае лучи можно представить как бесконечное множество точек, и из этих множеств можно выбирать подмножества в виде совокупностей точек или интервалов (см. рисунок 1). 

В своем обобщении такого геометрического пространства можно пойти и дальше. Предположим, что наши "координатные оси" могут быть не только совокупностью точек на лучах, но и произвольными конечными или бесконечными множествами. Каждое из этих множеств мы будем рассматривать как совокупность различных градаций некоторого свойства (например, свойство ФОРМА может содержать варианты "брус", "шар", "пластина" и т.д.). Тогда это у нас уже будет не просто геометрическое многомерное пространство, а некоторая система, в которой «координатные оси» играют роль свойств (их мы назовем атрибутами), а множество всех различных градаций каждого атрибута, мы будем называть доменами. Несколько упрощая, можно считать, что атрибут – это название некоторого свойства, а домен – это множество различных градаций этого свойства.

В общем случае атрибуты могут содержать не только варианты свойств, но и варианты некоторых состояний объектов, например, свойство (атрибут) "скорость движения" можно разделить на три градации: "движется, с большой скоростью", "движется, с малой скоростью", "неподвижно". Множество этих состояний будет доменом атрибута "скорость движения".

Домены могут быть различными множествами и содержать самое разное число элементов, вплоть до бесконечного. Но в случае множеств с бесконечным числом элементов более удобно представлять их в виде конечного числа элементов. Для координатных осей такими элементами могут быть интервалы или интервалы и конечное множество некоторых выделенных точек (например, точки начала и конца этих интервалов). При таком обобщении геометрическое многомерное пространство является частным случаем. 

Таким образом, когда мы задаем некоторый универсум системы в виде декартова произведения S = X1( X2(... ( Xn, то тем самым мы определяем некоторое "пространство", в котором "координатные оси" являются атрибутами, а каждый атрибут представлен некоторым множеством (доменом) возможных градаций этого атрибута. Тогда в заданном пространстве S можно сформировать следующие подструктуры.

1) Проекции. Для отображения некоторых отношений в заданном универсуме нет необходимости использовать все атрибуты. В этом случае отношение задано лишь на некоторых атрибутах, остальные атрибуты при этом не учитываются. Подструктура, в которой используются лишь некоторые атрибуты из заданного универсума, называется его проекцией. Например, если из множества атрибутов {X1, X2,... , Xn} выбраны только некоторые, например {X1, X3, X4} и для этих атрибутов задано отношение P, то мы будем обозначать это отношение как P[X1 X3 X4]. Это означает, что отношение P задано на проекции {X1, X3, X4}, т.е. на декартовом произведении X1(X3(X4, а выражение [X1 X3 X4], в котором перечислены атрибуты этой проекции, является схемой отношения. Декартово произведение множеств, входящих в схему отношения данной проекции, называется частным универсумом для данного отношения.

2) Декартовы произведения внутри проекций. Внутри заданной проекции (или частного универсума) некоторые отношения или их части могут быть заданы в виде декартовых произведений. Множества, из которых сформированы эти декартовы произведения, мы будем называть компонентами. При этом количество компонент этих декартовых произведений равно количеству атрибутов в соответствующем частном универсуме, а "место" каждой компоненты соответствует "месту" атрибута в схеме отношения этого частного универсума. Кроме того, компоненты в этих декартовых произведениях являются подмножествами соответствующих доменов, представляющих данные атрибуты. Например, равенство Q[XYZ] = {a, c, f}({b, d}({a, c, e} означает, что отношение Q определено на декартовом произведении (частном универсуме) X(Y(Z, при этом компоненты {a, c, f}, {b, d} и {a, c, e} являются подмножествами доменов с соответствующими именами  X, Y и Z, т.е. {a, c, f}(X; {b, d}(Y  и {a, c, e}( Z.

Понятия "атрибут", "домен", "проекция" в алгебре кортежей имеют тот же смысл, что и соответствующие понятия в системах управления базами данных (СУБД), а также в реляционной алгебре, являющейся теоретической основой СУБД. Но в алгебре кортежей появляется возможность использовать такие аналитические средства математической логики, которые в реляционной алгебре не представлены. К этим аналитическим средствам относятся такие, как алгоритмы вычислений "отрицаний" (дополнений) отношений, формул с кванторами, логического вывода и т.д. Эти аналитические средства в большинстве своем здесь пока что не приведены, но в недалеком будущем предполагается существенно расширить этот курс лекций.

Рассмотрим примеры этих подструктур. Пусть задан общий универсум

S = X(Y(Z, 

где X = {a, b, c, d}, Y = {f, g, h}, Z = {a, b, c}. Проекциями данного пространства могут быть декартовы произведения S[XY] = X(Y,  S[YZ] =  Y(Z,  и т.д. или одиночные множества, например, S[Y] =  Y. 

В множестве элементарных кортежей, содержащихся в заданном полном пространстве или какой-либо его проекции можно задать некоторые подмножества (отношения) в виде декартовых произведений. Например, в полном пространстве S[XYZ] отношение R может быть задано как декартово произведение 

R[XYZ]={b, d}({f, h}({a, b}. 

Нетрудно убедиться, что {b, d}(X; {f, h}(Y; {a, b}(Z и соответственно R(S. Аналогично можно рассмотреть некоторое подмножество элементарных кортежей проекции S[YZ] = Y(Z = {f, g, h}({a, b, c}. Таким подмножеством может быть отношение Q[YZ] = {f, g}({ a, c}, при этом соблюдается {f, g}(Y и {a, c}(Z. Отсюда следует 

Q[YZ] ( S[YZ].

Если некоторые отношения заданы в одной проекции, то их можно рассматривать как структуры алгебры множеств, поскольку для них осуществимы все операции алгебры множеств. Например, задан универсум 

S1={a, b, c }({f, g, h }({m, n}({p, q} 

и  в его проекции {a, b, c }({ f, g, h }({p, q} два отношения 

P1=  {a, c }({g, h }({q}и 

P2={b, c }({f, g }({p, q}.

Тогда, используя свойства декартовых произведений, мы можем вычислить 

P1(P2 = {c}({g}({q};

P1(P2 =({a, c}({g, h }({q})(({b, c }({f, g }({p, q}) .

Для перечисления элементарных кортежей в P1(P2 необходимо перечислить все элементарные кортежи из P1 и затем добавить к ним те элементарные кортежи из P2, которые отсутствуют в P1.

Если требуется вычислить дополнение отношения (например, 
[image: image13.wmf]1

P

), то, используя традиционные и к тому же далеко не эффективные методы, необходимо выполнить следующие операции:

1) для частного универсума {a, b, c}({f, g, h }({p, q} построить множество его элементарных кортежей, т.е. "развернуть" это декартово произведение;

2) то же самое сделать для отношения P1;

3) из первого полученного множества удалить все элементарные кортежи второго множества. 

Эти операции во многих случаях бывают трудоемкими, но для не очень больших конечных множеств выполнимыми. Проблемы с вычислениями возникают, когда отношение содержит бесконечное или чрезмерно большое число элементарных кортежей. Еще одной проблемой является ситуация, когда необходимо выполнить операции с отношениями, у которых схемы отношений не совпадают, т.е. отличаются по составу атрибутов. Например, отношения P[XYZ], P[XYW], P[XZ] имеют не совпадающие (различные) схемы отношений. В этом случае мы не можем непосредственно производить с этими отношениями операции алгебры множеств, поскольку элементарные кортежи из разных отношений при этом принадлежат разным универсумам. Здесь необходимы уже новые операции, которые в "чистой" алгебре множеств не предусмотрены. 

Во многом эти трудности можно снять, если алгебру многоместных отношений представить в структурах алгебры кортежей [3, 4]. Далее мы рассмотрим основные понятия этой алгебры.

3. Основные структуры алгебры кортежей

Введем некоторые термины и обозначения алгебры кортежей (АК). В ней используются свойства декартовых произведений и определены пять типов структур. Одна из них — элементарный кортеж – нам уже известна. Остальные четыре – это C‑кортеж, C-система, D-кортеж и D‑система. Эти структуры по сути являются некоторыми множествами элементарных кортежей. Все эти структуры, включая элементарные кортежи, в алгебре кортежей имеют обобщенное название – АК-объекты.

Примечание. Префиксы "C" и "D" в обозначениях АК-объектов выбраны не случайно. Это сокращенные обозначения логических понятий "конъюнкция" (conjunction) и "дизъюнкция" (disjunction), которые обозначают структуры, соединенные логическими связками "И" (конъюнкция) и "ИЛИ" (дизъюнкция). При сопоставлении со структурами математической логики можно обосновать, что C-кортежи соответствуют конъюнкции некоторых структур, а D-кортежи – дизъюнкции. Это соответствие будет показано позже.

Определение 2. C-кортежем называется кортеж, заданный в полном пространстве или в какой-либо его проекции, компонентами которого являются подмножества доменов, представляющих соответствующие атрибуты. C-кортеж интерпретируется как декартово произведение этих компонент, т.е. как некоторое множество элементарных кортежей. 

Чтобы отличить C-кортеж от обычных (элементарных) кортежей, компонентами которых являются не множества, а элементы, будем заключать его в прямые скобки. Тогда приведенные выше отношения R[XYZ] и Q[YZ], заданные как декартовы произведения, можно записать как C‑кортежи:

R[XYZ] = [{b, d} {f, h} {a, b}],  

Q[YZ] = [{f, g} {a, c}]. 

Поскольку каждый C-кортеж является декартовым произведением множеств, то он содержит некоторое множество элементарных кортежей. Например,

[{f, g} {a, c}] = {f, g}({a, c} = 
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Чтобы унифицировать операции, которые часто приходится производить с отношениями, заданными в различных проекциях одного и того же пространства, введем фиктивные компоненты. Они бывают двух видов, одна из них используется в C‑кортежах и обозначается "(".  Другую фиктивную компоненту ((), которая используется в D-кортежах и D-системах, мы рассмотрим позднее. Фиктивная компонента "(" вводится в том случае, когда соответствующий C-кортеж определен не на полном пространстве, а на одной из его проекций. Тогда фиктивные компоненты "(" можно вставить в соответствующий C-кортеж вместо отсутствующих атрибутов и тем самым ввести в него новые атрибуты.

Например, C-кортеж R[YZ] = [{f, g} {a, c}] можно преобразовать в C‑кортеж [( {f, g} {a, c}], если на место отсутствующего атрибута X вставить фиктивную компоненту. Тем самым все C‑кортежи, заданные в разных проекциях, можно за счет вставки фиктивных компонент привести к одной и той же схеме отношения и тем самым представить их заданными в одной проекции. Но этим сугубо синтаксическим свойством роль фиктивной компоненты не ограничивается. 

В алгебре кортежей фиктивная компонента "(" не только соответствует определенному атрибуту, но и является множеством, равным домену этого атрибута. Таким образом, в структурах алгебры кортежей, все компоненты, включая фиктивные, "привязаны" к соответствующим атрибутам. Например, если домен атрибута X известен (здесь он равен множеству {a, b, c, d}), то справедливо следующее равенство

Q[XYZ] = [( {f, g} {a, c}] = [{a, b, c, d} {f, g} {a, c}].

Вставка фиктивной компоненты в C-кортеж соответствует известному в математической логике правилу вывода, которое называется правилом обобщения. Если в отношении R[YZ] = [{f, g} {a, c}] на место отсутствующего атрибута X вставляется фиктивная компонента, то тем самым применяется правило обобщения, а получившееся в результате этого отношение Q[XYZ] = [( {f, g} {a, c}] означает "для каждого элемента из атрибута X соблюдается отношение R[YZ]". В обозначениях математической логики это же выражение, полученное в результате применения правила обобщения к формуле R(y, z), можно записать как формулу (x(R(y, z)), которая на естественный язык переводится так: "для любого элемента x формула R(y, z) является истинной".

Рассмотрим множество C-кортежей, имеющих одну и ту же схему отношения. Порядок расположения компонент в них соответствует порядку перечисления атрибутов в схеме отношения и поэтому все компоненты, находящиеся на определенном "месте", соответствуют одному определенному атрибуту и являются подмножествами соответствующего домена. При выполнении операций алгебры множеств с этими кортежами эти операции осуществляются с отдельными компонентами и при этом только с теми, которые относятся к одному и тому же домену. Поэтому, если в некоторых C‑кортежах  имеется компонента "(", а в других  C-кортежах в этом же домене имеется другая компонента (например, множество A), то при выполнении операций с этими компонентами действуют следующие правила:  

(i) A ( ( = A;    A ( ( = ( и 
(ii) 
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Будем называть АК-объекты однотипными, если все они заданы в одной и той же проекции,  т.е. они имеют одну и ту же схему отношения.

Пересечение однотипных C-кортежей также является C-кортежем, например 

[{b, d} {f, h} {a, b}] (  [( {f, g} {a, c}] = [{b, d} {f} {a}].

Результатом пересечения C-кортежей может оказаться пустое множество (пустой C-кортеж), например

 [{b, d} {f, h} {a, b}] ( [(  {g}  {a, c}] =  (,

так как результатом пересечения вторых компонент этих C-кортежей является пустое множество. 

Многие отношения, заданные как подмножества некоторого полного пространства, не всегда удается отобразить с помощью единственного C‑кортежа.  Поэтому целесообразно ввести универсальную структуру, которая является объединением C‑кортежей. 

Определение 3. C-системой называется АК-объект, являющийся объединением произвольного числа C-кортежей с одинаковой схемой отношения.

C-системы так же, как и C-кортежи, ограничиваются прямыми скобками. Например, для заданного выше пространства S можно определить некоторое отношение Q как C-систему 

Q =
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Полученную структуру можно представить как соответствующее множество элементарных кортежей, если последовательно "разворачивать" каждый из C‑кортежей, содержащихся в C‑системе, в множество элементарных кортежей. При этом надо учитывать, что некоторые элементарные кортежи могут содержаться в разных C‑кортежах, и поэтому повторяющиеся элементарные кортежи надо сводить к одному. В C-системе Q такими "неудобными" являются первый и второй C-кортежи, так как результатом их пересечения является непустой C-кортеж [{d} {f, h} {c}]. Это означает, что элементарные кортежи (d, f, c) и (d, h, c) содержатся в каждом из этих C‑кортежей.

На основе рассмотренных выше свойств объединений декартовых произведений можно определить условия, при которых объединение двух C-кортежей Cm и Cn может быть преобразовано в один C‑кортеж.

Условие (i): Если Cm ( Cn, то Cm ( Cn = Cn.

Условие (ii): Если Cm  и Cn отличаются только в одной (i-ой) компоненте, то Cm ( Cn можно представить как один C-кортеж, у которого все компоненты не изменяются, за исключением i-ой, которая становится равной объединению соответствующих компонент из Cm  и Cn. 

Зная, как получить пересечение C-кортежей, мы можем сформулировать алгоритм для получения пересечения C-кортежа с C-системой и C-системы с C‑системой. Для этого нужно представить C-кортежи как обычные множества, элементами которых являются элементарные кортежи с одинаковыми схемами отношений. Тогда C-система, содержащая C-кортежи A, B, ..., L, является объединением этих множеств. Исходя из этого, используя законы алгебры множеств, в частности, законы дистрибутивности, нетрудно получить следующие алгоритмы вычисления пересечений соответствующих структур.

Алгоритм 1. Вычисление пересечения C-кортежа P с C-системой Q:

1) вычислить пересечения  C-кортежа P с каждым C‑кортежем из Q;

2) из полученных результатов исключить пустые C-кортежи;

3) из оставшихся кортежей сформировать C-систему; 

4) Конец алгоритма.

Алгоритм 2. Вычисление пересечения C-системы P с C-системой Q:

1) вычислить все пересечения каждого C-кортежа из P с каждым C‑кортежем из Q;

2) из полученных результатов исключить пустые C-кортежи;

3) из оставшихся кортежей сформировать C-систему; 

4) Конец алгоритма.

В качестве примера вычислим пересечение двух C-систем P и Q, заданных на определенном ранее пространстве S (это означает, что символ ( на второй позиции C‑кортежей соответствует множеству Y ={f, g, h}):

P = 
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1) вычисляем пересечение всех пар C-кортежей, содержащихся в разных C‑системах:

[{a, b, d} {f, h} {b}] (  [{a, d} ( {b, c}] = [{a, d} {f, h} {b}];

[{a, b, d} {f, h} {b}] (  [{b, d} {f, h} {a, c}] = (;

[{a, b, d} {f, h} {b}] (  [{b, c} {g} {b}] = (;

[{b, c} (  {a, c}] (  [{a, d} ( {b, c}] = (;

[{b, c} (  {a, c}] ( [{b, d} {f, h} {a, c}] = [{b} {f, h} {a, c}];

[{b, c} (  {a, c}] ( [{b, c} {g} {b}] = (.

2) из оставшихся непустых C-кортежей формируем C-систему: 


P(Q = 
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Даже этот сравнительно несложный пример показывает нам некоторые возможности уменьшения трудоемкости алгоритмов за счет использования алгебры кортежей: тот же результат можно получить, если предварительно перевести исходные C‑системы в множества элементарных кортежей. Но при этом трудоемкость вычислений значительно увеличится, так как C-система P содержит 24 элементарных кортежа, C‑система Q — 20, а C‑система P(Q — 8.

Объединения C-кортежей и C-систем вычисляются намного проще. Для этого надо из объединяемых структур сформировать новую C-систему, содержащую все C-кортежи  этих структур. После этого можно объединить некоторые C-кортежи на основе указанных выше свойств декартовых произведений. Необходимо только не забывать, что реализуемые алгоритмы объединения и пересечения структур алгебры кортежей имеют смысл только в тех случаях, когда эти структуры имеют одну и ту же схему отношения или приведены к одной и той же схеме отношения с помощью добавления фиктивных компонент. 

Таким образом, мы убедились, что для отношений, заданных в виде C‑кортежей или C-систем, можно выполнять две операции алгебры множеств – пересечение и объединение. Для полного соответствия АК и алгебры множеств необходимо рассмотреть еще одну операцию – дополнение. 

Для многоместного отношения R дополнением является множество всех таких содержащихся в универсуме элементарных кортежей, которые останутся, если из универсума изъять все элементарные кортежи, принадлежащие R.  Отсюда ясно, что дополнение некоторого C-кортежа R можно вычислить с помощью следующего алгоритма:

1) «Развернуть» (т.е. разложить на элементарные кортежи) C-кортеж R и соответствующий ему частный универсум S;

2) Из «развернутого» S исключить поодиночке все элементарные кортежи, содержащиеся в R. Оставшиеся элементарные кортежи будут представлять дополнение R (т.е. 
[image: image21.wmf]R

).

Ясно, что такая операция весьма трудоемка, а во многих случаях, когда мы имеем дело с бесконечными множествами, вообще невыполнима. Задача существенно упрощается, если воспользоваться нижеследующими соотношениями.

Определим сначала, что такое дополнение компоненты C-кортежа. Если многоместное отношение определено в пространстве, каждый атрибут которого представлен некоторым множеством, то очевидно, что универсумом для каждой компоненты C‑кортежа является соответствующий ей домен (частный универсум), а дополнением компоненты является множество, содержащее все элементы этого частного универсума, не принадлежащие данной компоненте. Например, в пространстве S = X(Y(Z задан C-кортеж R = [R1 R2 R3]. Тогда соответственно 


[image: image22.wmf]1

R

= X\R1; 
[image: image23.wmf]2

R

= Y\R2; 
[image: image24.wmf]3

R

= Z\R3,

где знаком «\» обозначена операция разности множеств.

Теорема 1. Дополнением C-кортежа T = [R1 R2 ... Rn-1 Rn] является C‑система C = 
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 размерности n(n, в которой каждая диагональная компонента является дополнением соответствующей компоненты C-кортежа T, а все остальные компоненты — фиктивные.
Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что 

(i) C(T = (  и  (ii) С(T = S. 

Докажем (i). Пусть Ci — C-кортеж с номером i в C-системе C. В каждом Ci компонента с номером  i является дополнением компоненты с тем же номером в T. Отсюда ясно, что пересечение любого C-кортежа из C с C-кортежем T является пустым. Отсюда следует, что C(T = (.

Докажем (ii).  Для доказательства равенства С ( T = S достаточно доказать, что любой элементарный кортеж (a1, a2, ..., an) из S, если он не принадлежит T, то обязательно принадлежит C. Ясно, что к элементарным кортежам, не принадлежащим T, относятся все элементарные кортежи из S, у которых по крайней мере один элемент не содержится в соответствующей компоненте C‑кортежа T. Допустим, что это элемент ai. Следовательно, ai(
[image: image26.wmf]i

R

. Тогда этот элементарный кортеж принадлежит C‑кортежу Ci = [( ... ( 
[image: image27.wmf]i

R

( ... (], который содержится в C-системе C. Отсюда следует, что любой элементарный кортеж, не принадлежащий C-кортежу T, принадлежит его дополнению. Конец доказательства.

Рассмотрим пример. Пусть в пространстве S = X(Y(Z, где X = {a, b, c, d}, Y = {f, g, h}, Z = {a, b, c} задан C-кортеж T = [{b, d} {f, h} {a, b}]. Тогда его дополнением в соответствии с теоремой 1 будет C-система
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На первый взгляд, теорема 1 не исчерпывает всех возможных случаев C‑кортежей — в ней не предусмотрены C-кортежи, содержащие фиктивную компоненту "(". Но оказывается, это лишь частный случай теоремы. В таких C‑кортежах дополнения соответствующих компонент равны пустому множеству. Когда мы записываем пустые множества в соответствующие места получающейся C-системы-дополнения, то это означает, что мы записываем в эту C-систему пустые C-кортежи, которые можно из C‑системы удалить. Поэтому более рационально их вообще не записывать. Например, если в том же пространстве S задан трехкомпонентный C-кортеж T1= [{a, c} ( {b, c}], то,  выполнив все предусмотренные теоремой 1 преобразования, мы убедимся, что его дополнением будет C‑система, содержащая два C-кортежа:
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поскольку второй C-кортеж в 
[image: image34.wmf]1

T

 пустой и его можно не учитывать.

Перейдем к определению D-кортежей и D-систем. C-система, которая получается при вычислении дополнения C-кортежа, оказывается весьма избыточной, поскольку в ней, особенно в системах большой размерности, много фиктивных компонент. Для многих операций, о которых речь пойдет ниже, эта система также неудобна. Но ее можно отобразить в виде кортежа, в котором записываются только диагональные компоненты. Чтобы отличить этот кортеж от C-кортежа, его ограничивают перевернутыми прямыми скобками. Такая запись C-системы, являющейся дополнением C‑кортежа, называется D‑кортежем.

Определение 4. D-кортеж – это структура, записываемая как кортеж, ограниченный парой (], [) перевернутых прямых скобок, при этом каждая i-я его компонента Qi  представляет C-кортеж вида 

[(... (  Qi  ( ... (],

а вся структура является объединением этих C-кортежей.

Например, C-систему C из теоремы 1 можно записать как D-кортеж ]
[image: image35.wmf]1
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 ... 
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[, а дополнение C-кортежа T = [{b, d} {f, h} {a, b}], т.е. C‑систему 
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, можно записать как D-кортеж  ]{a, c} {g} {c}[. Для записи дополнения C-кортежа, содержащего фиктивные компоненты, используются D-кортежи, у которых на месте соответствующих фиктивных компонент исходного C-кортежа записываются фиктивные компоненты "(". Например, дополнением C-кортежа [{a, d} ( {b}]  является D-кортеж 

 ]{b, c} ( {a, c}[, 

которому по теореме 1 соответствует C‑система 
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По аналогии с C-системами можно определить и D-систему.

Определение 5. D-система – это структура, которая записывается как матрица, ограниченная парой (], [) перевернутых прямых скобок, при этом строки матрицы представлены однотипными D-кортежами, а вся структура является отношением, равным пересечению этих D-кортежей.

D-кортежи и D-системы вводятся не только для экономии места и памяти. Оказывается, это самостоятельные структуры, с которыми многие операции и проверки выполняются намного проще, чем с C-кортежами и C-системами. Рассмотрим, как можно вычислить дополнение C-системы с помощью D-кортежей.

Для вычисления дополнения C-систем используем закон де Моргана. Поскольку каждая C-система является объединением C-кортежей, то дополнением этой структуры является пересечение дополнений всех C‑кортежей, содержащихся в исходной C-системе, т.е. пересечение соответствующих D-кортежей. Полученная структура как раз и является D‑системой. Изображение D-системы аналогично изображению C-системы, только вместо обычных прямых скобок используются перевернутые. Например, дополнение C‑системы  Q =
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, заданной в пространстве S, можно изобразить как D-систему 
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. Таким образом, если C-система является объединением содержащихся в ней C-кортежей, то D‑система является пересечением содержащихся в ней D-кортежей. К тому же каждый D-кортеж является дополнением некоторого C‑кортежа. Такие взаимные свойства структур в алгебре множеств носят название двойственности операций пересечения и объединения. Примером такой двойственности являются законы де Моргана: 
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Используя законы де Моргана, нетрудно обосновать следующие теоремы:

Теорема 2. Дополнением C-системы является D-система той же размерности, все компоненты которой являются дополнениями соответствующих компонент исходной C-системы.  

Теорема 3. Дополнением D-системы является C-система той же размерности, все компоненты которой являются дополнениями соответствующих компонент исходной D-системы.
D-кортежи и D-системы используются не только для сокращения записи соответствующих C-систем и их пересечений. С ними можно так же, как и с определенными выше структурами, вычислять объединения и пересечения, но при этом  надо учитывать законы двойственности. Так, если пересечением двух C-кортежей является C-кортеж, каждая компонента которого является пересечением соответствующих компонент исходных C-кортежей, то аналогичное правило справедливо и для D-кортежей, но уже не для их пересечения, а для их объединения. В результате мы получим следующие правила.

Правило объединения D-кортежей: объединение произвольного числа D‑кортежей с одной и той же схемой отношения равно D-кортежу, компоненты которого равны объединению соответствующих компонент исходных структур.

Правило пересечения D-кортежей: пересечение произвольного числа D‑кортежей равно D-системе, содержащей все исходные D-кортежи.

Правило пересечения D-систем: пересечением двух D-систем с одной и той же схемой отношения является D-система, содержащая все D-кортежи исходных структур.  

Правило объединения D-систем: объединением двух D-систем с одной и той же схемой отношения является D-система, содержащая D-кортежи, получающиеся в результате объединения каждого D-кортежа одной исходной структуры с каждым D‑кортежем другой исходной структуры.

В перечисленных выше правилах необходимо учитывать ситуацию, когда при объединении каких-либо D-кортежей получается D-кортеж, у которого некоторые компоненты становятся равными соответствующему частному универсуму (домену). Нечто подобное наблюдается и при пересечении C-кортежей для случаев, когда некоторые компоненты становятся равными пустому множеству. Такие C-кортежи оказываются пустыми. Для D-кортежей все наоборот: 

Теорема 4. D-кортеж, у которого хотя бы одна компонента представлена множеством, равным соответствующему домену, эквивалентен универсуму.

Доказательство. Дополнением D-кортежа, соответствующему условию теоремы, является C-кортеж, содержащий по крайней мере одну пустую компоненту, т.е. пустой C‑кортеж. А дополнением пустого C-кортежа является универсум. Конец доказательства.

С учетом этого при вычислении объединения D-кортежа с D-системой или объединения двух D-систем необходимо при вычислении промежуточных результатов распознавать получающиеся "универсальные" D-кортежи и исключать их из формируемых D-систем. При пересечении они роли не играют, так как пересечение любого множества с универсумом равно этому множеству, но их присутствие делает систему "рыхлой" и  в дальнейшем приведет к выполнению ненужных операций.

Если многоместное отношение представлено D‑кортежем или D-системой, то могут возникнуть трудности с получением некоторых необходимых сведений. Например, C-кортеж или C-систему можно сравнительно легко представить в виде множества элементарных кортежей. Для D-кортежей или D-систем в таких случаях необходимы определенные преобразования, причем во многих случаях весьма трудоемкие. Поэтому необходимы алгоритмы преобразования D-кортежей или D-систем в C-систему. Для D‑кортежей это преобразование соответствует Определению 4. С учетом этого преобразование D-систем  в C‑системы можно производить с помощью следующего алгоритма.

Алгоритм преобразования D-систем в C-системы: 
1) преобразовать каждый D-кортеж исходной D-системы в C-систему;

2) найти пересечение всех C-систем, полученных на шаге 1. Конец.

Используя этот алгоритм, преобразуем приведенную выше D-систему 
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 в C-систему. Для этого:

1) используя Определение 4, преобразуем каждый D-кортеж D-системы 
[image: image52.wmf]Q

 в C‑систему;

2) используя Алгоритм 2, найдем пересечение этих C-систем.
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Алгоритм преобразования D-систем в C-системы требует для своего выполнения больших вычислительных ресурсов, так как в общем случае является алгоритмом экспоненциальной сложности. Для систем большой размерности он может оказаться практически нереализуемым. Поэтому его целесообразно использовать по возможности реже. Однако в алгебре кортежей разработаны методы и приемы, позволяющие при операциях с многоместными отношениями либо избежать применения этого алгоритма (т.е. работать непосредственно с D-системами), либо применять методы, позволяющие во многих частных случаях значительно уменьшить требуемые вычислительные ресурсы при его выполнении. С точки зрения теории этот алгоритм важен в том отношении, что позволяет использовать в доказательствах и обоснованиях тот факт, что любую структуру алгебры кортежей можно представить в виде C‑кортежа или C-системы.

Представляет интерес частный случай, когда C-кортеж или D-кортеж содержит фиктивные компоненты за исключением одной, например [(  (  A  (]  или ](  B  (  ([. В таких случаях дополнением C-кортежа будет не D-система, а D-кортеж, а при преобразовании соответствующего D-кортежа в C-систему останется только один C‑кортеж, т.е. для данных примеров справедливы следующие равенства:

[(  ( A  (] = ] (  (  
[image: image58.wmf]A
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  (];

](  B  (  ([ = [(  B   (    (].

Равенство [(  ( A  (] = ] (  (  
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 ([ справедливо в силу закона де Моргана. А при преобразовании этого D-кортежа в C-систему из всех полученных C-кортежей непустым в ней окажется только C-кортеж [(   (  
[image: image61.wmf]A

  (], который и остается после удаления пустых C‑кортежей. Второе равенство получается аналогично.

4. Использование АК при решении логических задач

Выше были приведены лишь некоторые сведения из алгебры кортежей, но для моделирования многих рассуждений и решения ряда логических задач этих сведений достаточно. 

К трудным относятся логические задачи на определение неизвестных параметров. Они зачастую более трудны, чем задачи на оценку правильности логического вывода. Такие задачи часто встречаются в популярных книгах известного логика Р. Смаллиана. Рассмотрим одну из таких задач.

Задача 1. [5]. Эта задача относится к серии задач об узнике, который для того, чтобы получить свободу, должен был по замыслу короля угадать, в какой из комнат находится принцесса и открыть эту комнату. Сложность заключалась в том, что по крайней мере в одной из комнат находился тигр, встреча с которым для узника была явно нежелательна. В то же время встреча с принцессой сулила узнику не только освобождение, но и возможность жениться на принцессе. Подсказки были в виде надписей на дверях комнат, причем истинность или ложность этих подсказок заранее не была известна.

В данном случае узнику был предложен выбор из трех комнат, в одной из которых находилась принцесса, в другой тигр, а третья была пуста, причем надпись на двери комнаты, где находилась принцесса, была истинной, на двери комнаты, где находился тигр – ложной, а надпись на двери пустой комнаты могла быть истинной или ложной. Надписи были такими:

комната 1: Комната 3 пуста;

комната 2: Тигр сидит в комнате 1;

комната 3: Эта комната пуста.

Где находится принцесса? Мы даже не знаем, какие надписи ложны, а какие истинны, так как нам неизвестно, где кто находится.

Используем методы АК. Универсум содержит три атрибута (комнаты), в каждом из которых допустимы три возможных ситуации. Эти ситуации мы обозначим числами:

0 – пустая комната; 

1 – комната с принцессой; 

2 – комната с тигром. 

Тогда наш универсум всех возможных ситуаций можно представить как декартово произведение

{0, 1, 2}({0, 1, 2}({0, 1, 2}.

В соответствии с принятыми обозначениями мы можем выразить надписи на комнатах в виде C-кортежей:

комната 1: [(  ( {0}];

комната 2: [{2} (  (];

комната 3: [(  ( {0}].

Решение будем искать с помощью гипотез, в которых формулируется предполагаемое местоположение принцессы. Если при какой-либо гипотезе окажется, что система не имеет противоречий, то эта гипотеза принимается, в противном случае отвергается. Если же непротиворечивыми окажутся две разные гипотезы с неодинаковым результатом, то из этого следует, что в задаче содержится неопределенность, и она не имеет единственного решения. 

Рассмотрим первую гипотезу. Предположим, что принцесса в первой комнате. Тогда получим следующие АК-объекты:

комната 1: [{1} (  (] – наша гипотеза «Принцесса в 1-й комнате»;

комната 3: [(  ( {0}], поскольку в соответствии с гипотезой в комнате 1 находится принцесса и, следовательно, надпись на двери комнаты 1 истинна;

комната 2: поскольку здесь должен сидеть тигр, надпись ложна и, следовательно, ее состояние определяется как дополнение состояния, определенного надписью на ее двери, т.е. 
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 = ]{0,1} ( ([  =  [{0,1} ( (] (здесь использованы соотношения, приведенные в конце предыдущего раздела). 

Полученные C-кортежи характеризуют состояние каждой из трех комнат с учетом принятой гипотезы. Проверим совместимость этой системы, для чего найдем пересечение полученных C-кортежей [{1} (  (] ( [(  ( {0}] ( [{0,1} ( (] = [{1} ( {0}]. 

Поскольку получен непустой C-кортеж, то это означает, что наша гипотеза непротиворечива, следовательно, принцесса находится в первой комнате. Но этого недостаточно, надо проверить и другие варианты, так как вполне возможен другой непротиворечивый результат. Предположим, что принцесса в комнате 2. Тогда:

комната 2: [( {1} (] – гипотеза «Принцесса во 2-й комнате»;

комната 1: [{2} ( (], «Тигр сидит в комнате 1», поскольку надпись на двери комнаты 2 истинна;

комната 3: [( ( {1,2}], «3-я комната не пуста», поскольку надпись на двери комнаты 1 ложна (в ней находится тигр).

Пересечение этих объектов дает C-кортеж [{2} {1} {1,2}], который противоречит тому условию, что одна из комнат должна быть пустой. Следовательно, предложенная гипотеза не годится.

Третья гипотеза (принцесса в комнате 3) легко опровергается, так как надпись на двери комнаты 3 должна быть истинной, а получается, что она – ложна. Таким образом, совместимым является только первый вариант, из чего следует, что принцесса находится в комнате 1 и, кроме того, используя методы АК, мы получаем сразу состояния всех комнат, в результате чего ясно, что во вторую комнату узнику лучше не заходить даже в том случае, если у него нет желания жениться на принцессе. 

Эту задачу можно решить и без применения алгебры кортежей. Но для этого надо вначале найти нужную последовательность проверки гипотез. Тогда можно рассуждать таким образом:

Предположим, что принцесса в 3-й комнате. Тогда выходит, что надпись на этой комнате ложная, и, следовательно, принцесса не может там находиться. Предположим, что принцесса во второй комнате. Тогда получается, что надпись на 2-й комнате истинная и поэтому в первой комнате сидит тигр, а третья комната должна быть пустой. Но тогда надпись в первой комнате ложная (поскольку в ней сидит тигр), из чего следует, что третья комната не пустая.  Полученное противоречие отвергает гипотезу. Остается единственный вариант: принцесса в 1-й комнате. Из этого следует, что третья комната пустая, а во второй сидит тигр, и надпись на второй комнате не соответствует истине. Поэтому гипотеза не противоречива.

Данное рассуждение само по себе не очень сложное, но прежде необходимо его найти. Часто даже в простых логических задачах поиск правильного обоснования находится методом проб и ошибок и далеко не сразу получается. А при решении сложных задач поиск нужного обоснования превращается в поиск по запутанному лабиринту и может закончится неудачей.  В то же время в алгебре кортежей последовательность действий по поиску обоснования определена более четко, и использование алгебры кортежей позволяет сравнительно легко решать и намного более сложные логические задачи.

Задача 2. Поиск клада. Перед нами три пещеры, в одной из них находится клад (К), в другой – полно змей (З), третья – пустая (П). Нужно определить, в какой пещере находится клад, если в качестве ориентировки заданы два высказывания, причем одно из них истинное, а другое – ложное, но какое именно, нам неизвестно.

Первое: «Во 2-й пещере нет змей, а 3-я пещера не пуста».

Второе: «1-я пещера не пуста, а во 2-й нет змей».

Для решения задачи выразим условия в виде АК-объектов. Универсум равен декартову произведению {К, З, П}({К, З, П}({К, З, П}.

Первое высказывание: [(  {П, К}  {К, З}].

Второе высказывание: [{К, З}  {П, К}  (].

Сначала предположим, что первое высказывание истинное, а второе – ложное. Поскольку второе высказывание ложное, то истинным будет высказывание, равное дополнению C-кортежа, выражающего это высказывание. Вычислив это дополнение, мы получим D-кортеж ]{П}  {З}  ([, который можно, используя теорему 1, преобразовать в C-систему 
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Теперь у нас два истинных высказывания и, чтобы сузить поиск, необходимо найти их пересечение, используя Алгоритм 1. Тогда получим

[(  {П, К}  {К, З}] (
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 = [{П}  {П, К}  {К, З}].

Получен ответ в виде 4-х вариантов элементарных кортежей:

1) (П, П, К);

2) (П, П, З);

3) (П, К, К);

4) (П, К, З).

Но из этих 4-х вариантов условию задачи соответствует только один – 4-й, так как в других вариантах имеются пещеры с одинаковым содержимым. Отсюда ясно, что клад находится в пещере с номером 2. 

Теперь предположим, что истинно второе высказывание, а первое – ложно. Тогда второе высказывание остается без изменений, а для первого находим дополнение. Получаем D-кортеж ] (  {З}  {П}[, который можно, используя теорему 1, преобразовать в C-систему 
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. Вычислим пересечение этих двух высказываний
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 ( [{К, З}  {П, К}  (]= [{К, З}  {П, К}  {П}].

Из всех возможных элементарных кортежей полученного C-кортежа условиям задачи удовлетворяет только элементарный кортеж (З, К, П). Он отличается от кортежа, полученного при проверке первой гипотезы, но нас в данном случае интересует только, где находится клад. Он также, как и в предыдущем варианте, во второй пещере.

Задача 3. Опять три пещеры, но теперь пустых нет. Клад только в одной из них, в других находятся змеи. У каждой из пещер приделаны таблички с надписями. Причем известно, что истинная только одна из них, остальные ложные. А какая из этих надписей истинная, нам неизвестно. Надписи такие:

1-я пещера: «Клад во 2-й пещере».

2-я пещера: «Здесь змеи».

3-я пещера: «Здесь змеи».

Попробуем найти клад. Универсум здесь такой: {К, З}({К, З}({К, З}.

Надпись на 1-й пещере: [(  {К}  (];

Надпись на 2-й пещере: [(  {З}  (];

Надпись на 3-й пещере: [(   (  {З}].

Выдвигаем гипотезы. Первая: на 1-й пещере надпись истинная, на других – ложные. Это означает, что истинными являются следующие три высказывания:

[(  {К}  (];

[(  {К}  (];

[(    (  {К}].

Если найдем их пересечение, то получим C-кортеж [(    {К}  {К}]. Этот результат противоречит тому условию, что клад находится только в одной пещере, поэтому перейдем к следующей гипотезе: на 2-й пещере надпись истинная, на других – ложные. Тогда получим

[(  {З}  (];

[(  {З}  (];

[(    (  {К}].

Их пересечение дает результат [(  {З}  {К}]. Из двух элементарных кортежей этого C-кортежа элементарный кортеж (З, З, К)  удовлетворяет всем условиям задачи. Отсюда следует, что клад в 3-й пещере.

Для полноты картины рассмотрим третью гипотезу: на 3-й пещере надпись истинная, на других – ложные. Тогда получим

[(  {З}  (];

[(  {К}  (];

[(    (  {З}].

Пересечение этих C-кортежей равно пустому C-кортежу. Следовательно, третья гипотеза неприемлема. Итак, правильной оказалась только одна гипотеза и полученный ответ (клад в 3-й пещере) однозначен.
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