
Á.À. Êóëèê

Êàê âû÷èñëÿòü èíòåðåñíûå ñëåäñòâèÿ∗

Áîðèñ Àëåêñàíäðîâè÷ Êóëèê

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ.
Ðîññèÿ, 199178, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ïð. Áîëüøîé Â.Î., 61.
E-mail: ba-kulik@yandex.ru

Àííîòàöèÿ: Â ñîâðåìåííîì îïðåäåëåíèè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïî-
ëó÷åíèå ñëåäñòâèé èç àêñèîì èëè ïîñûëîê ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà. Íà ïðàêòèêå â
äåäóêòèâíîì àíàëèçå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ìåòîäû, êàê ìåòîä ðåçîëþöèé, àíàëè-
òè÷åñêèõ èëè ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö è ò.ä. Îäíàêî ïîäîáíûå ìåòîäû íå ïðèãîäíû äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è âûâîäà ñëåäñòâèé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè (èíîãäà èõ íàçûâàþò èíòå-
ðåñíûìè ñëåäñòâèÿìè), òàê êàê îíè ïðåäïîëàãàþò ñëåäñòâèå óæå èçâåñòíûì. Â òî æå
âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ïî ëîãèêå íåò ÷åòêîãî îòâåòà íà ñëåäóþùèå âîïðîñû: êàêèå ñâîéñòâà
ïðèñóùè èíòåðåñíîìó ñëåäñòâèþ è êàê âû÷èñëèòü èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññóæäåíèé âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì àëãåáðû êîðòåæåé, â îñíîâó êîòîðîé çàëî-
æåíû ñâîéñòâà äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ. Îáúåêòàìè àëãåáðû êîðòåæåé ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ìíîãîìåñòíûå îòíîøåíèÿ. Ýòè îòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöå-
ïîäîáíûå ñòðóêòóðû, ó êîòîðûõ ÿ÷åéêè ñîäåðæàò íå ýëåìåíòû, à ïîäìíîæåñòâà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ àòðèáóòîâ. Îïåðàöèè (äîïîëíåíèå, îáîáùåííîå ïåðåñå÷åíèå è îáîáùåííîå

îáúåäèíåíèå) è îòíîøåíèå (îáîáùåííîå âêëþ÷åíèå) â àëãåáðå êîðòåæåé ñîîòâåòñòâóþò
ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè (îòðèöàíèå, êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, èì-
ïëèêàöèÿ). Âû÷èñëåíèå êâàíòîðíûõ îïåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ñ àò-
ðèáóòàìè (äîáàâëåíèå ôèêòèâíîãî àòðèáóòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó îáîáùåíèÿ â
èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ, è ýëèìèíàöèÿ àòðèáóòà). Äëÿ äâóõ èç ÷åòûðåõ òèïîâ ñòðóêòóð
àëãåáðû êîðòåæåé ýëèìèíàöèÿ àòðèáóòîâ ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ ïðîåêöèè îòíîøå-

íèÿ. Äëÿ âûâîäà èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé â àëãåáðå êîðòåæåé èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóðà, íà-
çâàííàÿ ìèíèìàëüíûì ñëåäñòâèåì, êîòîðàÿ ðàâíà îáîáùåííîìó ïåðåñå÷åíèþ ïîñûëîê,
âûðàæåííûõ ñòðóêòóðàìè àëãåáðû êîðòåæåé. Èíòåðåñíûå ñëåäñòâèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êàê
ïðîåêöèè ìèíèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé è ïðîâåðîê ïîëó÷àþòñÿ
ñëåäñòâèÿ ñ ñîêðàùåííûì èëè çàäàííûì ñîñòàâîì ïåðåìåííûõ, à òàêæå ñ ñîêðàùåííûì
îáúåìîì çàïèñè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðïðåòàöèÿ, àëãåáðà êîðòåæåé, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíî-
æåñòâ, êâàíòîðíûå îïåðàöèè, ïðàâèëî îáîáùåíèÿ, ìèíèìàëüíîå ñëåäñòâèå, ïðîåêöèÿ,
ýëèìèíàöèÿ àòðèáóòîâ
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Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîèñêà èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé ïðåäëîæåíà â ñòàòüå
[Øàëàê, 2018]. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ïîêà ÷òî íå òîëüêî íå ðåøåíà çà-
äà÷à ïîèñêà íîâûõ ñëåäñòâèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, íî äàæå
íåò ÿñíîñòè â òîì, êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òàêèå
ñëåäñòâèÿ. Â êàêîé-òî ñòåïåíè áëèçêîé ê ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èç-
âåñòíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé [Quine, 1952]. Íî â íåé ðå÷ü
èäåò îá ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë îïðåäåëåííî-
ãî òèïà, à íå î âûâîäå ñëåäñòâèé. ×òîáû íàéòè ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è
âû÷èñëåíèÿ èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé, ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäà-
ìè àëãåáðû êîðòåæåé [Êóëèê è äð., 2010; Kulik, Fridman, 2018; Êóëèê, 2020].

1. Êðàòêèå ñâåäåíèÿ îá àëãåáðå êîðòåæåé

1.1. Îñíîâíûå òåðìèíû è ñòðóêòóðû àëãåáðû êîðòåæåé

Ñ ïîìîùüþ àëãåáðû êîðòåæåé (ÀÊ) èññëåäóåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ èí-
òåðïðåòàöèè ÿçûêà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòîò âàðèàíò ðàññìîòðåí â
[Mendelson, 2015, p. 54]. Â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè (domain) âñåõ
ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî D, à äëÿ n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ è
ôîðìóë ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè îáëàñòüþ èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ
n-ìåñòíîå îòíîøåíèå, ò.å. ïîäìíîæåñòâî n-êîðòåæåé ýëåìåíòîâ èç Dn. Ñ
ó÷åòîì ïðèêëàäíîé íàïðàâëåííîñòè ÀÊ â äàííóþ ìîäåëü èíòåðïðåòàöèè
áûëè âíåñåíû ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ.

Èçìåíåíèå 1. Äëÿ ðàçíûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëè ðàçðåøåíî èñïîëüçî-
âàòü ðàçíûå îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè. Ïîýòîìó, âî èçáåæàíèå âîçìîæíûõ
íåñîãëàñîâàííîñòåé, áûëî ïðåäëîæåíî ïî àíàëîãèè ñ áàçàìè äàííûõ [Ïëîò-
êèí, 1991] ïðèïèñûâàòü ê èìåíàì îòíîøåíèé ñõåìó îòíîøåíèÿ , ò. å.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåí îáëàñòåé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ. Ñ ó÷åòîì
ýòîãî, èìåíà îáëàñòåé èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ áûëè íàçâàíû àòðèáó-

òàìè , à îáëàñòè èíòåðïðåòàöèè àòðèáóòîâ � äîìåíàìè .

Èçìåíåíèå 2. Äëÿ ðÿäà çàäà÷ ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà (íåêîòîðûå èç íèõ
ïðèâåäåíû â äàííîé ñòàòüå) áîëåå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü n-ìåñòíîå îòíî-
øåíèå íå êàê ìíîæåñòâî n-êîðòåæåé ýëåìåíòîâ, à êàê îáúåäèíåíèå äåêàð-
òîâûõ ïðîèçâåäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå çíà÷åíèé àòðèáóòà èñïîëü-
çóþòñÿ íå ýëåìåíòû åãî äîìåíà, à èìåíà èëè îáîçíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, A2

èëè {b, c}) âñåõ ïîäìíîæåñòâ äîìåíà. Ìíîæåñòâà ñ ýòèìè èìåíàìè èëè îáî-
çíà÷åíèÿìè íàçâàíû êîìïîíåíòàìè àòðèáóòà.

Îáúåäèíåíèå äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé (ÄÏ), ðàññìàòðèâàåìîå êàê îò-
äåëüíàÿ ñòðóêòóðà, ðàíåå íå èññëåäîâàëîñü. Äëÿ ýòîé ñòðóêòóðû íå áû-
ëè èçâåñòíû àëãîðèòìû îïåðàöèé (äîïîëíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå),
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àëãîðèòìû ïðîâåðîê âêëþ÷åíèÿ îäíîé ñòðóêòóðû â äðóãóþ è ò. ä. Áûëè
îïðåäåëåíû òîëüêî îòäåëüíûå îïåðàöèè äëÿ ÄÏ (ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü),
à òàêæå àëãîðèòì ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ îäíîãî ÄÏ â äðóãîå. Îêàçàëîñü,
÷òî âñå ýòè àëãîðèòìû è èõ îáîñíîâàíèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü,
åñëè îòêàçàòüñÿ îò îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé ÄÏ (Dn; D1 × D2 × D3;
n∏

i=1
Di è ò. ä.). Âìåñòî ýòîãî áûëî ïðåäëîæåíî ïðåäñòàâëÿòü ÄÏ êàê êîðòå-

æè êîìïîíåíò, ïðè ýòîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñ ïîìîùüþ ñõåìû îòíîøåíèÿ
ïðèâÿçûâàåòñÿ ê îïðåäåëåííîìó àòðèáóòó. Îïðåäåëÿåìûé íèæå C-êîðòåæ
êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíîé çàïèñüþ ÄÏ. Òîãäà áîëåå ñëîæíûå ñòðóêòóðû
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ìàòðèö.

Çàêîíû ÀÊ ñîîòâåòñòâóåò çàêîíàì àëãåáðû ìíîæåñòâ [Courant,
Robbins, 1996]. Ìíîãîìåñòíûå îòíîøåíèÿ â ÀÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìî-
ùüþ ÷åòûðåõ òèïîâ ñòðóêòóð (ÀÊ-îáúåêòîâ). Âìåñòî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê
¬,∧,∨ è ⊃ â ÀÊ èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè (ïî ñóòè ýòî
ìîäèôèöèðîâàííûå îïåðàöèè àëãåáðû ìíîæåñòâ) ñ ìíîãîìåñòíûìè îòíî-
øåíèÿìè, à âìåñòî êâàíòîðîâ � îïåðàöèè ñ àòðèáóòàìè . Àëãîðèòìû
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ñ ÀÊ-îáúåêòàìè, ïðîâåðîê âêëþ÷åíèÿ, ïðåîáðàçîâà-
íèé â äðóãèå òèïû è ò.ä. ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû â ÀÊ â âèäå òåîðåì.
Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì èç [Êóëèê è äð., 2010] è [Êóëèê, 2020], íîìåðà êîòî-
ðûõ óïîìèíàþòñÿ â òåêñòå äàííîé ñòàòüè, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 1.2.

Èíôîðìàöèÿ î ñõåìå îòíîøåíèÿ ÀÊ-îáúåêòîâ ñîäåðæèòñÿ â èõ èìå-
íàõ: ê èäåíòèôèêàòîðó îòíîøåíèÿ ïðèïèñûâàåòñÿ çàêëþ÷åííàÿ â êâàäðàò-
íûå ñêîáêè ñõåìà ýòîãî îòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð, èìÿ R[XY Z] îçíà÷àåò, ÷òî
ÀÊ-îáúåêò R ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X×Y ×Z. ÀÊ-îáúåêòû, çàäàííûå
â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå àòðèáóòîâ, íàçûâàþòñÿ îäíîòèïíûìè .

Âûäåëÿþòñÿ äâà òèïà êîìïîíåíò, íàçâàííûõ ôèêòèâíûìè êîìïî-

íåíòàìè .

Ïîëíàÿ êîìïîíåíòà (îáîçíà÷àåòñÿ ∗) ðàâíà äîìåíó ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî àòðèáóòà.

Ïóñòàÿ êîìïîíåíòà (îáîçíà÷àåòñÿ ∅) ðàâíà ïóñòîìó ìíîæåñòâó.
Ðàññìîòðèì òèïû ñòðóêòóð ÀÊ � C-êîðòåæè, C-ñèñòåìû, D-êîðòåæè

è D-ñèñòåìû. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ àññîöèèðóþòñÿ ñî ñëîâàìè conjunction è
disjunction, òàê êàê C-êîðòåæ ñîîòâåòñòâóåò êîíúþíêöèè, à D-êîðòåæ �
äèçúþíêöèè ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë. Ñòðóêòóðû ÀÊ ìàòðè÷íûå, ïðè÷åì â
ÿ÷åéêàõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ íå ýëåìåíòû, à êîìïîíåíòû. Ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè ÀÊ-îáúåêòîâ â ôîðìóëû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êîìïîíåíòû ÀÊ-îáúåêòîâ � ýòî èíòåðïðåòàöèè îäíîìåñòíûõ ïðåäè-
êàòîâ, à ñàìè ÀÊ-îáúåêòû � èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë èëè ìíîãîìåñòíûõ
ïðåäèêàòîâ.
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C-êîðòåæ � ýòî n-ìåñòíîå îòíîøåíèå, ðàâíîå ÄÏ ñîäåðæàùèõñÿ â
íåì êîìïîíåíò, çàïèñàííûõ â âèäå êîðòåæà, îãðàíè÷åííîãî êâàäðàòíûìè
ñêîáêàìè.

Íàïðèìåð, ÀÊ-îáúåêò T [XY Z] = [A ∗ B] � ýòî C-êîðòåæ, ïðè ýòîì
A ⊆ X, B ⊆ Z, à êîìïîíåíòà ¾∗¿ ðàâíà äîìåíó ñîîòâåòñòâóþùåãî àòðèáóòà
(â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó îíà íàõîäèòñÿ íà âòîðîé ïîçèöèè, òî ∗ = Y ).
Ýòîò C-êîðòåæ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îáû÷íîå îòíîøåíèå ñ ïîìîùüþ ÄÏ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: T [XY Z] = A× Y ×B. Îí ñîîòâåòñòâóåò êîíúþíêòó

T (x, z) = A(x) ∧ True ∧B(z) = A(x) ∧B(z),

â êîòîðîì èíòåðïðåòàöèÿìè îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ A(x) è B(z) ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïîíåíòû A è B.

Äîêàçàíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå C-êîðòåæåé, åñëè îíî íå ðàâíî ïóñòîìó ìíî-
æåñòâó, ìîæíî âûðàçèòü êàê C-êîðòåæ (Òåîðåìû 2 è 3 â [Êóëèê, 2020]).
Îäíàêî îáúåäèíåíèå C-êîðòåæåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî åäèíñòâåííûì
C-êîðòåæåì ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ (ýòè ñëó÷àè îïðåäåëåíû â
[Êóëèê, 2020]). Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â îïðåäåëåíèè ñòðóêòó-
ðû íîâîãî òèïà.

C-ñèñòåìà � ýòî îòíîøåíèå, ðàâíîå îáúåäèíåíèþ îäíîòèïíûõ
C-êîðòåæåé, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñòðîê ìàòðèöû, îãðàíè÷åííîé
êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè.

Íàïðèìåð, R[XY Z] =

[
A1 ∗ A3

B1 B2 ∗

]
åñòü C-ñèñòåìà, ïðè ýòîì A1 ⊆ X,

A3 ⊆ Z è ò. ä. Äàííàÿ C-ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íîå îòíîøåíèå ñ
ïîìîùüþ ÄÏ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R[XY Z] = (A1 × Y ×A3) ∪ (B1 ×B2 × Z).

C-ñèñòåìå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ñîîòâåòñòâóåò äèçúþíêòèâíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà (ÄÍÔ).

Åñëè ÀÊ-îáúåêò ïðåîáðàçóåòñÿ â îáû÷íîå îòíîøåíèå, òî ýëåìåíòû ýòîãî
îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè êîðòåæàìè . Îíè ïðåäñòàâ-
ëÿþò âûïîëíÿþùèå ïîäñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùåé ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû.
Ñ ïîìîùüþ C-êîðòåæåé è C-ñèñòåì ìîæíî âûðàçèòü ëþáîå ìíîãîìåñòíîå
îòíîøåíèå, íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ äîïîëíåíèé òðåáóþòñÿ íîâûå ñòðóêòóðû
� D-êîðòåæè è D-ñèñòåìû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ÀÊ-îáúåêòîâ èñïîëüçó-
åòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ñòðóêòóðà � äèàãîíàëüíàÿ C-ñèñòåìà.

Äèàãîíàëüíàÿ C-ñèñòåìà � ýòî C-ñèñòåìà ðàçìåðíîñòè n × n, ó
êîòîðîé âñå íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû � ïîëíûå (∗).

Íàïðèìåð, Q[XY Z] =

A ∗ ∗
∗ B ∗
∗ ∗ C

 � äèàãîíàëüíàÿ C-ñèñòåìà. Äîêàçà-

íî (Òåîðåìà 9 èç [Êóëèê, 2020]), ÷òî äèàãîíàëüíàÿ C-ñèñòåìà åñòü ðåçóëüòàò
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âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî C-êîðòåæà.

D-êîðòåæ � ýòî îòíîøåíèå, ðàâíîå äèàãîíàëüíîé C-ñèñòåìå, çàïè-
ñàííîå êàê îãðàíè÷åííûé ïåðåâåðíóòûìè êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè êîðòåæ
åå äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò.

Íàïðèìåð, èçîáðàæåííóþ âûøå äèàãîíàëüíóþ C-ñèñòåìó ìîæíî çàïè-
ñàòü êàê D-êîðòåæ: Q[XY Z] =

]
A B C

[
. ßñíî, ÷òî äîïîëíåíèå Q[XY Z]

ðàâíî C-êîðòåæó
[
A B C

]
.

D-ñèñòåìà � ýòî îòíîøåíèå, ðàâíîå ïåðåñå÷åíèþ îäíîòèïíûõ
D-êîðòåæåé, çàïèñàííîå êàê îãðàíè÷åííàÿ ïåðåâåðíóòûìè êâàäðàòíûìè
ñêîáêàìè ìàòðèöà êîìïîíåíò, â êîòîðîé ñòðîêàìè ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòâóþùèå
â îïåðàöèè D-êîðòåæè.

Ñ ïîìîùüþ D-ñèñòåì ëåãêî âû÷èñëÿòü äîïîëíåíèå C-ñèñòåì. Ïîñêîëü-
êó C-ñèñòåìà åñòü îáúåäèíåíèå C-êîðòåæåé, òî ïî çàêîíó äå Ìîðãàíà åå
äîïîëíåíèå ðàâíî ïåðåñå÷åíèþ äîïîëíåíèé ýòèõ C-êîðòåæåé. Ïîñêîëüêó
äîïîëíåíèÿ C-êîðòåæåé ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèìD-êîðòåæàì, òî ÿñíî, ÷òî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîïîëíåíèÿ C-ñèñòåìû äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â íåé âñå êîì-
ïîíåíòû èõ äîïîëíåíèÿìè, à âìåñòî îáû÷íûõ êâàäðàòíûõ ñêîáîê çàïèñàòü
ïåðåâåðíóòûå.

Íàïðèìåð, äîïîëíåíèå C-ñèñòåìû P [XY Z] =

[
A ∗ C
D E ∗

]
âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê D-ñèñòåìà P [XY Z] =

]
A ∅ C

D E ∅

[
. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå

D-ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ).

Óíèâåðñóì ÀÊ-îáúåêòà (U) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÄÏ äîìåíîâ àòðèáóòîâ,
çàäàííûõ â åãî ñõåìå îòíîøåíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ ÀÊ-îáúåêòà R[XY Z] óíèâåðñóì åñòü U = X × Y × Z.
Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè óñòàíîâëåíî, ÷òî íåêîòîðàÿ C-ñèñòåìà ðàâíà óíè-
âåðñóìó, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëå , åñëè æå íåêîòî-
ðàÿ D-ñèñòåìà îêàæåòñÿ ðàâíîé ïóñòîìó ìíîæåñòâó, òî îíà ñîîòâåòñòâóåò
òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëå èëè ïðîòèâîðå÷èþ.

Êâàíòîðíûå îïåðàöèè â ÀÊ âûïîëíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ îïå-
ðàöèé ñ àòðèáóòàìè. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ îïåðàöèè +Atr è −Atr.
Ðàññìîòðèì ýòè îïåðàöèè.

Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèå ôèêòèâíîãî àòðèáóòà (+Atr) âûïîëíÿåòñÿ
êàê äîáàâëåíèå èìåíè íîâîãî àòðèáóòà â ñõåìó îòíîøåíèÿ ÀÊ-îáúåêòà è
ñîîòâåòñòâóþùåãî íîâîãî ñòîëáöà ñ ôèêòèâíûìè êîìïîíåíòàìè â ìàòðè÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Íàïðèìåð, ïóñòü Rk[XZ] =

[
A1 A3

B1 B3

]
. Òîãäà ïîñëå äîáàâëåíèÿ ôèêòèâ-

íîãî àòðèáóòà Y â Rk[XZ] ïîëó÷èì ÀÊ-îáúåêò
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+Y (Rk[XZ]) = Rm[XY Z] =

[
A1 ∗ A3

B1 ∗ B3

]
.

Ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè +Atr â C-ñòðóêòóðû äîáàâëÿþòñÿ ôèêòèâ-
íûå êîìïîíåíòû ¾∗¿, à â D-ñòðóêòóðû � ôèêòèâíûå êîìïîíåíòû ¾∅¿.

Îïåðàöèÿ +Atr ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó îáîáùåíèÿ (Gen) â èñ÷èñëå-
íèè ïðåäèêàòîâ, êîòîðîå â [Mendelson, 2015, p. 67] ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:
¾(∀xi)B ñëåäóåò èç B¿ ((∀xi)B follows from B). Äàëåå ìû áîëåå ïîäðîá-
íî ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðàâèëîì Gen â ýòîé ôîðìóëèðîâêå è
îïåðàöèåé +Atr.

Îïåðàöèÿ +Atr èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïðèâåäåíèÿ ÀÊ-îáúåêòîâ ñ ðàç-
íûìè ñõåìàìè îòíîøåíèé ê îäíîé ñõåìå îòíîøåíèÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ
íåäîñòàþùèõ ôèêòèâíûõ àòðèáóòîâ.

Îáîáùåííûå îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ (∩G) è îáúåäèíåíèÿ (∪G) �
ýòî îïåðàöèè ÀÊ, îòëè÷àþùèåñÿ îò îáû÷íûõ îäíîèìåííûõ îïåðàöèé àë-
ãåáðû ìíîæåñòâ òåì, ÷òî ïåðåä èõ âûïîëíåíèåì, åñëè ýòî íåîáõîäèìî,
ÀÊ-îáúåêòû ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîé ñõåìå îòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
+Atr.

Îáîáùåííûå îïåðàöèè ∩G è ∪G ñåìàíòè÷åñêè ðàâíîñèëüíû ëîãè÷åñêèì
ñâÿçêàì êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îáîáùåííûå
îòíîøåíèÿ (⊆G è =G). Äîêàçàíî, ÷òî ÀÊ ñ îáîáùåííûìè îïåðàöè-

ÿìè è îòíîøåíèÿìè èçîìîðôíà àëãåáðå ìíîæåñòâ .

Îïåðàöèÿ ýëèìèíàöèè àòðèáóòà (−Atr) âûïîëíÿåòñÿ êàê óäàëåíèå
èç ñõåìû îòíîøåíèÿ èìåíè ýòîãî àòðèáóòà, à èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
� ñòîëáöà åãî çíà÷åíèé.

Ëîãè÷åñêèé ñìûñë ýòîé îïåðàöèè, â îòëè÷èå îò +Atr, óæå çàâèñèò îò
òèïà ÀÊ-îáúåêòà (Òåîðåìû 2.23 è 2.24 â [Êóëèê è äð., 2010]).

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ −Atr íà ïðèìåðå. Ïóñòü çàäàíà D-ñèñòåìà

P [XY Z] =

]
{c} {g} {a, c}

{a, d} ∅ {b}

[
.

Âû÷èñëèì −X(P [XY Z]) = Q[Y Z] =

]
{g} {a, c}
∅ {b}

[
.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â C-ñèñòåìó (Òåîðåìà 2.20 â [Êóëèê

è äð., 2010]): Q[Y Z] =

[
{g} ∗
∗ {a, c}

]
∩ [∗ {b}] = [{g} {b}].

Â D-ñèñòåìàõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñåìàíòèêîé îïåðàöèè −Atr, êîòî-
ðàÿ çäåñü âûïîëíÿåò ðîëü êâàíòîðà ∀, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
[∗ {g} {b}] ⊆ P [XY Z]. Ïðîâåðêà ñ ïîìîùüþ Òåîðåì 2.16 è 2.17 â [Êóëèê
è äð., 2010] ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîåêöèåé ÀÊ-îáúåêòà íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò îäíîêðàòíîãî èëè ìíî-
ãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè −Atr ê ÀÊ-îáúåêòó, âûðàæåííîìó êàê
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C-êîðòåæ èëè C-ñèñòåìà, ïðè óñëîâèè, ÷òî àòðèáóò Atr ñîäåðæèòñÿ â åãî
ñõåìå îòíîøåíèÿ.

Åñëè, äîïóñòèì, çàäàíà C-ñèñòåìà R[XY Z], òî åå ïðîåêöèè îáîçíà÷àþò-
ñÿ PrXY (R), PrY (R), PrXZ(R) è ò. ä. Â ÷àñòíîñòè, ïðîåêöèÿ PrXZ(R) âû-
÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëèìèíàöèè àòðèáóòa Y : PrXZ(R) = −Y (R[XY Z]).

Ñ ïðîåêöèÿìè ÀÊ-îáúåêòîâ òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå ôèêòèâíîãî àòðèáó-
òà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îòíîøåíèè. Ïóñòü çàäàí ÀÊ-îáúåêò R[W], ãäå W �
ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò àòðèáóò X, è PrW\X(R) �
ïðîåêöèÿ ÀÊ îáúåêòà R[W], â êîòîðîé ïðèñóòñòâóþò âñå àòðèáóòû, êðîìå
X. Òîãäà X åñòü ôèêòèâíûé àòðèáóò â R[W], åñëè ñîáëþäàåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî

R[W] = +X(PrW\X(R)). (1)

Ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò, ÷òî â ÀÊ-îáúåêòå R[W] êàæäîìó ýëåìåíòàðíî-
ìó êîðòåæó èç ïðîåêöèè PrW\X(R) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé
àòðèáóòà X.

Â ÀÊ ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí íîâûé ìåòîä ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè
ñëåäñòâèÿ. Ïóñòü ïîñûëêè ðàññóæäåíèÿ çàïèñàíû â âèäå ÀÊ-îáúåêòîâ
A1, A2, . . . , An. Òîãäà ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ïðåäñòàâëåííàÿ ÀÊ-îáúåêòîì
B, áóäåò ñëåäñòâèåì ýòèõ ïîñûëîê, åñëè è òîëüêî åñëè ñîáëþäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå:

(A1 ∩G A2 ∩G · · · ∩G An) ⊆G B. (2)

ÀÊ-îáúåêò, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ â ëåâîé
÷àñòè (2) íàçûâàåòñÿ â ÀÊ ìèíèìàëüíûì ñëåäñòâèåì . Ìèíèìàëüíîå
îíî ïîòîìó, ÷òî ëþáîå åãî ñòðîãîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì.
Êàê ïîêàçàíî íèæå, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäñòâèÿ ñ çàðàíåå
çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Ðàññìîòðèì, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó îïåðàöèåé +Atr è ïðà-
âèëîì âûâîäàGen. Äåëî â òîì, ÷òî â ÀÊ ôèêòèâíûé àòðèáóòXi äîáàâëÿåò-
ñÿ â ÀÊ-îáúåêò ïðè óñëîâèè, ÷òîXi îòñóòñòâóåò â åãî ñõåìå îòíîøåíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâèëî Gen ¾(∀xi)B ñëåäóåò èç B¿ íàäî äîïîëíèòü ïðåäëî-
æåíèåì ¾ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi íå âõîäèò ñâîáîäíî â B¿. Â êíèãå
[Mendelson, 2015] äëÿ ïðàâèëà Gen ýòî óñëîâèå îòñóòñòâóåò. Íî åñëè B íå
òàâòîëîãèÿ (áîëåå òî÷íî, íå òîò ñëó÷àé, êîãäà ïåðåìåííàÿ xi ñîîòâåòñòâóåò
ôèêòèâíîìó àòðèáóòó Xi â ÀÊ-îáúåêòå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöè-
åé ôîðìóëû B), òî íàâåøèâàíèå êâàíòîðà ∀xi íà ôîðìóëó B, ñîäåðæàùóþ
ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ xi, ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ èëè ïîëíîìó âûðîæäå-
íèþ ñîäåðæàùèõñÿ â B âûïîëíÿþùèõ ïîäñòàíîâîê, ÷òî äåëàåò àáñóðäíûì
âûâîä (∀xi)B èç B.

Åùå îäíèì èñòî÷íèêîì îøèáîê â ëîãè÷åñêîì àíàëèçå íà îñíîâå èñ÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ìîæåò áûòü îòñóòñòâèå ïîíÿòèÿ, àíàëîãè÷íîãî òåðìèíó
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¾ñõåìà îòíîøåíèÿ¿. Â ÷àñòíîñòè, â àëãîðèòìå óíèôèêàöèè äîïóñêàåòñÿ çà-
ìåíà ïåðåìåííûõ â ïîäñòàíîâêàõ [Chang, Lee, 1973, p. 75]. Äëÿ îòíîøåíèé
è ÀÊ-îáúåêòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåðïðåòàöèÿìè ïðåäèêàòîâ è ôîðìóë,
ýòî îçíà÷àåò çàìåíó àòðèáóòà â ñõåìå îòíîøåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðå-
õîä â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè äîìåíû ýòèõ àòðèáóòîâ
îäèíàêîâû. Íàïðèìåð, ÀÊ-îáúåêò P [XY ] ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ ñàìèì ñîáîé
íå èçìåíÿåòñÿ, íî åñëè â íåì çàìåíèòü èìåíà àòðèáóòîâ, íàïðèìåð, P [Y Z],
òî îáîáùåííîå ïåðåñå÷åíèå P [XY ]∪GP [Y Z] îçíà÷àåò îïåðàöèþ ñîåäèíåíèÿ

îòíîøåíèé. Äðóãîé ïðèìåð: èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóëû A(x)∧B(x) ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèå èíòåðïðåòàöèé îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ A(x) è B(x), â òî
âðåìÿ êàê èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóëû A(x) ∧ B(y) îêàçûâàåòñÿ äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå èíòåðïðåòàöèé ïðåäèêàòîâ A(x) è B(y). Òàêèì îáðàçîì, èí-
òåðïðåòàöèè ôîðìóë ïðè ïåðåèìåíîâàíèè ïåðåìåííûõ ñóùåñòâåííî èçìå-
íÿþòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå ïðè çàìåíå
ïåðåìåííûõ â àëãîðèòìå óíèôèêàöèè.

1.2. Ñâîäêà òåîðåì àëãåáðû êîðòåæåé

Íîìåðà òåîðåì ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì â äâóõ ïóáëèêàöèÿõ ïî ÀÊ. Äî-
êàçàííûå òåîðåìû ñ íîìåðàìè 1�3, 8, 9 öèòèðóþòñÿ ïî ïóáëèêàöèè [Êóëèê,
2020], îñòàëüíûå � ïî [Êóëèê è äð., 2010]. Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ðå÷ü
èäåò îá îäíîòèïíûõ ÀÊ-îáúåêòàõ, ïîýòîìó èõ ñõåìû îòíîøåíèé â èìåíàõ
íå óêàçûâàþòñÿ.

Òåîðåìà 1 (ïðîâåðêà âêëþ÷åíèÿ C-êîðòåæåé). Ïóñòü äàíû äâà îäíî-
òèïíûõ C-êîðòåæà P = [P1 P2 · · · PN ] è Q = [Q1 Q2 · · · QN ]. Òîãäà P ⊆ Q,
åñëè è òîëüêî åñëè Pi ⊆ Qi âåðíî äëÿ âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð êîìïîíåíò
ñðàâíèâàåìûõ C-êîðòåæåé.

Òåîðåìà 2 (ïåðåñå÷åíèå C-êîðòåæåé). Ïóñòü äàíû äâà îäíîòèïíûõ
C-êîðòåæà P = [P1 P2 · · · PN ] è Q = [Q1 Q2 · · · QN ]. Òîãäà

P ∩Q = [P1 ∩Q1 P2 ∩Q2 · · · PN ∩QN ].
Òåîðåìà 3 (ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå C-êîðòåæåé). Ïóñòü äàíû äâà îäíîòèï-

íûõ C-êîðòåæà P = [P1 P2 · · · PN ] è Q = [Q1 Q2 · · · QN ], è â íèõ èìååòñÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ïàðà Pi è Qi êîìïîíåíò, äëÿ êîòîðûõ Pi ∩ Qi = ∅.
Òîãäà P ∩Q = ∅.

Òåîðåìà 8 (ïåðåñå÷åíèå C-ñèñòåì). Ïóñòü äàíû îäíîòèïíûå C-ñèñòåìû
P è Q. Ðåçóëüòàòîì èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò C-ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ âñå íåïó-
ñòûå ïåðåñå÷åíèÿ êàæäîãî C-êîðòåæà èç P ñ êàæäûì C-êîðòåæåì èç Q.

Òåîðåìà 9 Äîïîëíåíèå C-êîðòåæà P = [P1 P2 · · · PN ] åñòü äèàãî-

íàëüíàÿ C-ñèñòåìà R =


P1 ∗ · · · ∗
∗ P2 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
∗ ∗ · · · PN

 ðàçìåðíîñòè n × n, ãäå êàæ-
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äàÿ äèàãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà � äîïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû
C-êîðòåæà P .

Òåîðåìà 2.16 (ïðîâåðêà âêëþ÷åíèÿ C-êîðòåæà â D-êîðòåæ). Äëÿ
C-êîðòåæà P = [P1 P2 · · · PN ] è D-êîðòåæà è Q =]Q1 Q2 · · · QN [ ñïðàâåä-
ëèâî P ⊆ Q, åñëè è òîëüêî åñëè ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî i ñîáëþäàåòñÿ
Pi ⊆ Qi.

Òåîðåìà 2.17 (ïðîâåðêà âêëþ÷åíèÿ C-êîðòåæà â D-ñèñòåìó). Äëÿ
C-êîðòåæà P è D-ñèñòåìû Q ñïðàâåäëèâî P ⊆ Q, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
êàæäîãî D-êîðòåæà Qi èç Q âûïîëíÿåòñÿ P ⊆ Qi.

Òåîðåìà 2.20 (ïðåîáðàçîâàíèå D-ñèñòåìû â C-ñèñòåìó). D-ñèñòåìà P ,
ñîäåðæàùàÿ m D-êîðòåæåé, ýêâèâàëåíòíà C-ñèñòåìå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèåì m C-ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäîãî
D-êîðòåæà èç P â äèàãîíàëüíóþ C-ñèñòåìó.

Òåîðåìà 2.23 (íàâåøèâàíèå êâàíòîðà ∃). Åñëè C-êîðòåæ èëè
C-ñèñòåìà R[· · · X · · · ], íå ñîäåðæàùèå ïóñòûõ C-êîðòåæåé, � èíòåðïðå-
òàöèÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû A(· · · , x, · · · ) ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x,
òî ÀÊ-îáúåêò −X(R[· · · X · · · ]) � èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû
∃x(A(· · · , x, · · · )).

Òåîðåìà 2.24 (íàâåøèâàíèå êâàíòîðà ∀). Åñëè D-êîðòåæ èëè
D-ñèñòåìà R[· · · X · · · ], íå ñîäåðæàùèå D-êîðòåæåé ñ êîìïîíåíòîé ¾∗¿,
� èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû A(· · · , x, · · · ) ñî ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé x, òî ÀÊ-îáúåêò −X(R[· · · X · · · ]) � èíòåðïðåòàöèÿ ëîãè÷åñêîé
ôîðìóëû ∀x(A(· · · , x, · · · )).

Òåîðåìà 3.1 D-êîðòåæ âèäà Q =]Q1 Q2 · · · Qm−1 Qm[ ïðåîáðàçóåòñÿ
â ýêâèâàëåíòíóþ åìó îðòîãîíàëüíóþ C-ñèñòåìó:

Q1 ∗ · · · ∗ ∗

Q1 Q2 · · · ∗ ∗
· · · · · · · · · · · · · · ·
Q1 Q2 · · · Qm−1 ∗

Q1 Q2 · · · Qm−1 Qm


.

2. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîäàìè ÀÊ

Çäåñü ïðèâåäåíû ïðèìåðû, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò íåêîòîðûå âîçìîæ-
íîñòè ÀÊ. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè, êîòîðûé
ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå äëÿ çàäà÷è âû-
÷èñëåíèÿ èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé.

Ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè âû÷èñëÿþòñÿ C-ñèñòåìû ñ ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèìèñÿ C-êîðòåæàìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå âåðîÿò-
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íîñòåé ñîáûòèé, âûðàæåííûõ ëîãè÷åñêèìè ôîðìóëàìè èëè ÀÊ-îáúåêòàìè
[Êóëèê è äð., 2010; Kulik, Fridman, 2018]. Òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îð-
òîãîíàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü òðóäîåìêîñòü íåêîòîðûõ
àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çà ñ÷åò òîãî, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ íàìíîãî áîëüøå ïóñòûõ C-êîðòåæåé,
êîòîðûå íå ó÷àñòâóþò â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ. Îäíèì èç òàêèõ àë-
ãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ D-ñèñòåìû â C-ñèñòåìó, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå NP-ïîëíîé ¾çàäà÷è âåêà¿ âûïîëíè-

ìîñòü ÊÍÔ [Êóëèê, 1995].

Ôîðìóëèðóåòñÿ ýòîò àëãîðèòì âåñüìà ïðîñòî (Òåîðåìà 2.20). Îäíàêî
åãî ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò â îáùåì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ÷èñëà îïå-
ðàöèé. Ïðè ãðóáîì ïîäñ÷åòå, åñëè D-ñèñòåìà çàäàíà â ïðîñòðàíñòâå èç
N àòðèáóòîâ, è ÷èñëî D-êîðòåæåé â íåé ðàâíî M , òî äëÿ âûïîëíåíèÿ
ýòîé îïåðàöèè ïîòðåáóåòñÿ NM îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ C-êîðòåæåé. Íà ñà-
ìîì æå äåëå ýòèõ îïåðàöèé íàìíîãî ìåíüøå, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, ìíîãèå
D-êîðòåæè ñîäåðæàò ìåíüøåå, ÷åì N , ÷èñëî íåïóñòûõ êîìïîíåíò è ïðåîá-
ðàçóþòñÿ â C-ñèñòåìó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, è, âî-âòîðûõ, ïðè ïåðåñå÷åíè-
ÿõ C-êîðòåæåé íåðåäêî ïîëó÷àþòñÿ ïóñòûå êîðòåæè, êîòîðûå íå ó÷àñòâóþò
â äàëüíåéøèõ îïåðàöèÿõ.

Åñëè â àëãîðèòìå ïðåîáðàçîâàíèÿ D-ñèñòåìû â C-ñèñòåìó èñïîëüçî-
âàòü Òåîðåìó 3.1, òî ÷èñëî îïåðàöèé ýòîãî àëãîðèòìà ìîæåò çíà÷èòåëü-
íî ñîêðàòèòüñÿ è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîéòè äî ïîëèíîìèàëüíîé îöåíêè
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè [Êóëèê, 1995]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü îð-
òîãîíàëèçàöèþ â ýòîì àëãîðèòìå, äîñòàòî÷íî êàæäûé D-êîðòåæ èñõîäíîé
D-ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàòü â îðòîãîíàëüíóþ C-ñèñòåìó.

Åùå áîëåå èíòåíñèâíîå ñîêðàùåíèå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ D-ñèñòåìû â C-ñèñòåìó äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöè-
àëüíûõ ïðàâèë óïîðÿäî÷èâàíèÿ D-êîðòåæåé, à òàêæå èñïîëüçîâàíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ D-êîðòåæåé â îðòîãîíàëíûå C-ñèñòåìû
[Êóëèê, 1995; Kulik, Fridman, 2018].

Çàäà÷à 1. ×åòûðå ïîäðóãè (Àííà, Áåàòà, Ñâåòëàíà è Äèíà) èìåþò ñëå-
äóþùèå îñîáåííîñòè: Àííà è Áåàòà � áëîíäèíêè, Ñâåòëàíà ïðåäïî÷èòàåò
êîðîòêóþ ñòðèæêó, Àííà è Äèíà íîñÿò òóôëè íà âûñîêèõ êàáëóêàõ, Àí-
íà, Áåàòà è Ñâåòëàíà ðàáîòàþò â ôèðìå D. Â çàâèñèìîñòè îò âíåøíîñòè è
ñòàòóñà, ïîäðóãè ïðåäïî÷èòàþò ïîêóïàòü îäåæäó â ðàçíûõ òîðãîâûõ ôèð-
ìàõ (íàçîâåì èõ K, L è M). Ýòè çàâèñèìîñòè âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè:

1) Åñëè íå áëîíäèíêè îòäàþò ïðåäïî÷òåíèå ôèðìå K, òî äåâóøêà ñ
êîðîòêîé ñòðèæêîé ïðåäïî÷èòàåò ôèðìó M ;
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2) Åñëè äåâóøêè ñ äëèííûìè âîëîñàìè ïðåäïî÷èòàþò ôèðìó K, òî
äåâóøêà, íå ðàáîòàþùàÿ â ôèðìå D, ïîêóïàåò îäåæäó â ôèðìå L, à áëîí-
äèíêè � â ôèðìå M ;

3) Åñëè äåâóøêè, íîñÿùèå òóôëè íà âûñîêèõ êàáëóêàõ, îòäàþò ïðåä-
ïî÷òåíèå ôèðìå L, òî íå áëîíäèíêè ïîêóïàþò îäåæäó â ôèðìå K;

4) Åñëè äåâóøêè, íå íîñÿùèå òóôåëü íà âûñîêèõ êàáëóêàõ, ïîêóïàþò
îäåæäó â ôèðìå K, òî, äåâóøêè íà òóôëÿõ ñ âûñîêèìè êàáëóêàìè ïðåä-
ïî÷èòàþò ìàãàçèíû ôèðìû M .

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ýòèõ óñëîâèé.

Ôîðìàëèçóåì óñëîâèÿ çàäà÷è. Èìåíà äåâóøåê çàïèøåì â âèäå ìíîæå-
ñòâà {a, b, c, d}. Òîãäà ìíîæåñòâî áëîíäèíîê áóäåò A = {a, b}, ìíîæåñòâî
äåâóøåê ñ êîðîòêîé ñòðèæêîé � B = {c}, ìíîæåñòâî äåâóøåê, íîñÿùèõ
âûñîêèå êàáëóêè � C = {a, d}, è ìíîæåñòâî äåâóøåê, ðàáîòàþùèõ â ôèð-
ìå D, � D = {a, b, c}.

Ïóñòü ïðåäèêàò Y (z) îáîçíà÷àåò äåâóøåê ñ ïðèçíàêîì Y , îòäàþùèõ
ïðåäïî÷òåíèå ôèðìå Z. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëå-
äóþùåé ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû:

P (k, l,m) = (¬A(k) ⊃ B(m)) ∧ (¬B(k) ⊃ ¬D(l)) ∧ (¬B(k) ⊃ A(m))∧
∧(C(l)) ⊃ ¬A(k) ∧ (¬C(k) ⊃ C(m)).

Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü ýòîé çàäà÷è. Ïðè ðàñïîçíàâàíèè âûïîëíèìî-
ñòè â ôîðìóëàõ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ îáÿçàòåëüíûì çàâåðøàþùèì ýòà-
ïîì èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì óíèôèêàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ â çàäà÷ó èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, êîòîðàÿ
ðåøàåòñÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîì ðåçîëþöèé [Chang,
Lee, 1973]. Ïðåäëîæåííàÿ çàäà÷à âûõîäèò çà ðàìêè çàäà÷ èñ÷èñëåíèÿ âû-
ñêàçûâàíèé, òåì íå ìåíåå, åå ìîæíî ðåøèòü áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëó
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ D-ñèñòåìû â C-ñèñòåìó (Òåîðåìà 2.20), à äëÿ óìåíüøåíèÿ òðóäî-
åìêîñòè àëãîðèòìà � ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè (ñì. âûøå).

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ôîðìóëó â ÊÍÔ:

P (k, l,m) = (A(k) ∨B(m)) ∧ (B(k) ∨ ¬D(l)) ∧ (B(k) ∨A(m))∧
∧(¬A(k) ∨ ¬C(l)) ∧ (C(k) ∨ C(m)).

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû P (k, l,m) â D-ñèñòåìó âûáåðåì óíèâåð-
ñóì K×L×M = {a, b, c, d}3, à èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòîâ A(x), B(x), C(x),
D(x) áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå êîìïîíåíò A, B, C, D â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àòðèáóòàõ. Íàïðèìåð, äèçúþíêò (B(k) ∨ ¬D(l)) çàïèñûâàåòñÿ êàê
D-êîðòåæ P2[KL] =]B D[. Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàöèþ +Atr, òî â ñõåìå
îòíîøåíèÿ [KLM ] îí âûðàæàåòñÿ êàê P2[KLM ] =]B D ∅[.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåõ äèçúþíêòîâ â D-êîðòåæè ïîëó÷èì:
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P [KLM ] =


A ∅ B

B D ∅
B ∅ A

A C ∅
C ∅ C

 =


{a, b} ∅ {c}
{c} {d} ∅
{c} ∅ {a, b}
{c, d} {b, c} ∅
{a, d} ∅ {a, d}

.
Îáîçíà÷èì D-êîðòåæè ñ íîìåðîì i â D-ñèñòåìå P [KLM ] êàê Pi. Ïðè-

ñòóïèì ê âû÷èñëåíèÿì, èñïîëüçóÿ Òåîðåìû 2, 3, 8, 2.20 è 3.1.

P1 ∩ P2 =

[
{a, b} ∗ ∗
{c, d} ∗ {c}

]
∩
[

{c} ∗ ∗
{a, b, d} {d} ∗

]
=

{a, b} {d} ∗
{c} ∗ {c}
{d} {d} {c}

.
P1 ∩ P2 ∩ P3 =

{a, b} {d} ∗
{c} ∗ {c}
{d} {d} {c}

 ∩
[

{c} ∗ ∗
{a, b, d} ∗ {a, b}

]
=

=

[
{a, b} {d} {a, b}
{c} ∗ {c}

]
.

P1 ∩ P2 ∩ P3 ∩ P4 =

[
{a, b} {d} {a, b}
{c} ∗ {c}

]
∩
[
{c, d} ∗ ∗
{a, b} {b, c} ∗

]
=

=
[
{c} ∗ {c}

]
.

P1 ∩ P2 ∩ P3 ∩ P4 ∩ P5 =
[
{c} ∗ {c}

]
∩
[
{a, d} ∗ ∗
{b, c} ∗ {a, d}

]
= ∅ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ çàäà÷è íåâûïîëíèìû.

Çàäà÷à 2. Íåêîòîðûå ïàöèåíòû ëþáÿò âñåõ äîêòîðîâ. Íè îäèí ïàöèåíò
íå ëþáèò çíàõàðåé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé äîêòîð íå ÿâëÿåòñÿ çíàõàðåì.

Â [Chang, Lee, 1973] ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñíà÷àëà ñ
ïîìîùüþ èíòåðïðåòàöèè (ïðèìåð 3.15), çàòåì ìåòîäîì ðåçîëþöèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà óíèôèêàöèè (ïðèìåð 5.21). Çäåñü ïîêàçûâàåòñÿ,
êàê ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ÀÊ.

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà P � ïàöèåíòû, D � äîêòîðà, Q � çíàõàðè,
P1 ⊆ P � íåêîòîðûå ïàöèåíòû, L[XY ] � îòíîøåíèå ¾x ëþáèò y¿, çàäàííîå
êàê C-ñèñòåìà. Ïóñòü îíà íàì íåèçâåñòíà, íî â äàííîì ñëó÷àå ýòî íåâàæíî.

Òîãäà ïåðâàÿ ïîñûëêà: A1[XY ] = [P1 D].

Âòîðàÿ ïîñûëêà: A2[XY ] = L[XY ]∩ [P Q] (ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóåòñÿ
C-ñèñòåìà, â êîòîðîé èç àòðèáóòà X èñêëþ÷åíû âñå íå ïàöèåíòû, à èç
àòðèáóòà Y � âñå çíàõàðè.

Âû÷èñëÿåì ìèíèìàëüíîå ñëåäñòâèå:

A[XY ] = [P1 D] ∩ L[XY ] ∩ [P Q] = L[XY ] ∩ [P1 D ∩Q]

Àíàëèçèðóåì çàêëþ÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî íåêîòîðûå
äîêòîðà � çíàõàðè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî D ∩ Q = Q1 ̸= ∅. Ìíîæåñòâî Q1

ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â àòðèáóòå Y îòíîøåíèÿ L[XY ], ïîýòîìó â êà÷åñòâå
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îòðèöàíèÿ çàêëþ÷åíèÿ ìû âûáèðàåì C-êîðòåæ [∗ Q1] è âû÷èñëÿåì åãî
ïåðåñå÷åíèå ñ ìèíèìàëüíûì ñëåäñòâèåì:

A[XY ]∩ [∗ Q1] = L[XY ]∩ [P1 D ∩Q∩Q1] = ∅, òàê êàê Q∩Q1 = ∅ è,
ñëåäîâàòåëüíî, [P1 D∩Q∩Q1] = ∅ (Òåîðåìà 3) è L[XY ]∩∅ = ∅. Îòñþäà
ÿñíî, ÷òî çàêëþ÷åíèå êîððåêòíî.

Íåðåøåííàÿ ïðîáëåìà. Çàäà÷à Steamroller (� 47 â [Pelletier, 1986]),
êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ íà ÿçûêå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðà-
öèåé ñëîæíîñòè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åå ôîðìóëèðîâêà
íà ÿçûêå ÀÊ ïîçâîëèò óïðîñòèòü åå ðåøåíèå. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìå-
íè òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà íå íàéäåíà. Òàêæå îòñóòñòâóåò îáîñíîâàíèå òîãî,
÷òî ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü.

3. Ñâîéñòâà èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíî î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå èç ñîîòíîøåíèÿ (2).
Ïóñòü ñðåäè ïîñûëîê â (2) èìååòñÿ ïîñûëêà Ai. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

(A1 ∩G A2 ∩G · · · ∩G An) ⊆G Ai.

ßñíî, ÷òî òàêèå ñëåäñòâèÿ ëåãêî âûâîäèìû, íî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâ-
ëÿþò.

Ðàññìîòðèì äðóãèå ñëó÷àè. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû çàäà÷ ëîãè÷åñêî-
ãî âûâîäà [Chang, Lee, 1973; Mendelson, 2015; Pelletier, 1986] õàðàêòåðèçó-
þòñÿ òåì, ÷òî âåñüìà ÷àñòî ïðîâåðÿåìûå ñëåäñòâèÿ ñîäåðæàò ñðàâíèòåëü-
íî íåáîëüøîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè äàííûìè, ñîñòàâ ïåðåìåííûõ.
Òàê, â ïðèìåðå èç [Chang, Lee, 1973] òðåáóåòñÿ äîêàçàòü , ÷òî èç ïîñûëîê
¬P ∨ ¬Q ∨ R, P ∨ R è Q ∨ R ìîæíî âûâåñòè ñëåäñòâèå R. Â òðàäèöèîí-
íîé ñèëëîãèñòèêå ïîñûëêè ñîäåðæàò òðè ðàçíûõ òåðìèíà, â òî âðåìÿ êàê
â çàêëþ÷åíèè � äâà.

Â çàäà÷å Steamroller, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â ðàçäåëå 2, ïðè ôîðìàëè-
çàöèè ïîëó÷àåòñÿ âñåãî òðè ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íî â íåé ñîêðàùåíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ïðåäèêàòîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýòîé çàäà÷å. Ê ýòèì ïðå-
äèêàòàì îòíîñÿòñÿ ¾âîëêè¿, ¾ëèñû¿, ¾ðàñòåíèÿ¿, ¾ìåíüøå¿ è ò. ä. Ñëåä-
ñòâèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèò òðè ïðåäèêàòà, â òî âðåìÿ êàê â ïîñûëêàõ
ïðèâåäåíî 10 ðàçíûõ ïðåäèêàòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, îäíî èç ñâîéñòâ ¾èíòåðåñíûõ¿ ñëåäñòâèé � ñîêðàùåí-

íûé ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè äàííûìè ñîñòàâ ïåðåìåííûõ èëè ïðåäèêà-

òîâ.

Âòîðîå ñâîéñòâî èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé òåñíî ñâÿçàíî ñ ïåðâûì: â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî ñëåäñòâèÿ ñ ñîêðàùåííûì
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ñîñòàâîì ïåðåìåííûõ, íî è ñëåäñòâèÿ, â êîòîðûõ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå çàðàíåå çàäàííûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ èñõîäíûõ ïî-
ñûëîê â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå èç [Chang, Lee, 1973] ìîæíî ïîñòàâèòü
çàäà÷ó: ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâàíèå ñëåäñòâèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñðåäè
êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâóåò ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ Q. Îò-
ñþäà ÿñíî, ÷òî âòîðûì ñâîéñòâîì ¾èíòåðåñíûõ¿ ñëåäñòâèé ÿâëÿåòñÿ îïðå-

äåëåííûé ñîñòàâ ïåðåìåííûõ èëè ïðåäèêàòîâ â ñîêðàùåííîì ñëåäñòâèè.

Åùå îäíî ñâîéñòâî èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé áûëî óñòàíîâëåíî ïðè èññëå-
äîâàíèè çàäà÷ ñ ñîêðàùåííûì ñîñòàâîì ïåðåìåííûõ â ñëåäñòâèè. Íåðåäêî
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ñòàíîâèòñÿ ôîðìóëà ñ áîëüøèì îáúåìîì çàïè-
ñåé (íàïðèìåð, C-ñèñòåìà ñ áîëüøèì ÷èñëîì C-êîðòåæåé). Ñïðàøèâàåòñÿ,
ìîæíî ëè ñîêðàòèòü îáúåì çàïèñè ñëåäñòâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâèòü åãî
â âèäå îäíîãî èëè äâóõ äèçúþíêòîâ? Òàêèì îáðàçîì, òðåòüå ñâîéñòâî èí-
òåðåñíûõ ñëåäñòâèé � ñîêðàùåííûé îáúåì åãî çàïèñè.

Ðàññìîòðèì âåñüìà âàæíóþ äëÿ ïîèñêà èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé òåîðå-
ìó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îòñóòñòâóåò â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ ïî ÀÊ, ïî-
âèäèìîìó, â ñèëó åå ¾î÷åâèäíîñòè¿.

Òåîðåìà î ïðîåêöèÿõ

Ïóñòü çàäàíà C-ñèñòåìà R[W], ãäåW � ìíîæåñòâî àòðèáóòîâ èç ñõåìû
îòíîøåíèÿ R, è V ⊂W. Òîãäà

R[W] ⊆G PrV(R). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ìíîæåñòâå W ñîäåðæèòñÿ n àòðèáóòîâ, à â
ìíîæåñòâå V � k. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå àòðèáó-
òû èç V ñîäåðæàòñÿ â ëåâîé ÷àñòè C-ñèñòåìû R[W] (ïåðåñòàíîâêà ñòîëá-
öîâ â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÀÊ-îáúåêòîâ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïåðåñòàíîâêàìè èìåí àòðèáóòîâ â ñõåìå îòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì). Ïóñòü R[W] =

C1
1 · · · Ck

1 Ck+1
1 · · · Cn

1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
C1
m · · · Ck

m Ck+1
m · · · Cn

m

.
Òîãäà PrV(R) =

C1
1 · · · Ck

1

· · · · · · · · ·
C1
m · · · Ck

m

. Äëÿ ïðîâåðêè îáîáùåííîãî âêëþ÷åíèÿ

(3) íåîáõîäèìî äîáàâèòü â PrV(R) íåäîñòàþùèå ôèêòèâíûå àòðèáóòû. Òî-

ãäà ïîëó÷èì C-ñèñòåìó Q[W] =

C1
1 · · · Ck

1 ∗ · · · ∗
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
C1
m · · · Ck

m ∗ · · · ∗

, ó êîòîðîé

ïðàâûå n− k ñòîëáöîâ ñîäåðæàò òîëüêî ïîëíûå êîìïîíåíòû. Åñëè ñðàâíè-
âàòü C-êîðòåæè Ci èç R[W] è Q[W], òî, èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 1, ìîæíî óáå-
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äèòüñÿ, ÷òî êàæäûé C-êîðòåæ èç R âêëþ÷åí â ñîîòâåòñòâóþùèé C-êîðòåæ
èç Q, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. ■

4. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé

Åñëè èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííûé ñïîñîá äåäóêòèâíîãî àíàëèçà ñ ïîìî-
ùüþ ïðàâèë âûâîäà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèé ñ îïðåäåëåííûìè ñâîé-
ñòâàìè âåñüìà òðóäíî ñïëàíèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, òàê êàê
çàðàíåå íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë. Ïîýòîìó
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñëåäñòâèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Â ÀÊ çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Êîãäà çàäàíî ìíîæåñòâî
ÀÊ-îáúåêòîâ {A1, A2, · · · , An}, ïðåäñòàâëÿþùèõ àêñèîìû (èëè ïîñûëêè),
òî íóæíî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíîå ñëåäñòâèå A = (A1 ∩G A2 ∩G · · · ∩G An).
Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëþáîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ÀÊ-îáúåêò
B òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå A ⊆G B. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî
ëþáàÿ ïðîåêöèÿ A ÿâëÿåòñÿ åãî ñëåäñòâèåì. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî îäíèì èç
ìåòîäîâ âûâîäà ñëåäñòâèé ñ ñîêðàùåííûì ñîñòàâîì àòðèáóòîâ ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíèå ïðîåêöèé ìèíèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ A.

4.1. Âû÷èñëåíèå ñëåäñòâèé ñ ñîêðàùåííîé ñõåìîé îòíîøåíèÿ

Åñëè A � C-ñèñòåìà, òî ëþáóþ åå ïðîåêöèþ ëåãêî âû÷èñëèòü ñ ïîìî-
ùüþ ýëèìèíàöèè àòðèáóòîâ. Ïðè ýòîì íå âñÿêàÿ ïðîåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå, òàê êàê ìîãóò áûòü ïðîåêöèè, ðàâíûå óíèâåðñóìó �
â ýòîì ñëó÷àå îíè íå ñîäåðæàò ïîëåçíîé èíôîðìàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1 èç ðàçäåëà 2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî â çàäà÷å èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ (ò. å. ïåðâûå òðè
D-êîðòåæà èç D-ñèñòåìû P [KLM ]). Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîìåæó-
òî÷íûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è 1:

A[KLM ] = P1 ∩ P2 ∩ P3 =

[
{a, b} {d} {a, b}
{c} ∗ {c}

]
.

Çäåñü ïðîåêöèè PrK(A) = {a, b, c} è PrL(A) = ∗ ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíû-
ìè ñëåäñòâèÿìè, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ñâåäåíèÿ î ïîäðóãàõ, ïðåäïî÷èòà-
þùèõ ìàãàçèíû îïðåäåëåííîé ôèðìû. Èç ñîäåðæàíèÿ ïðîåêöèé ÿñíî, ÷òî
â ôèðìå K ñîâåðøàþò ïîêóïêè òîëüêî äåâóøêè, ðàáîòàþùèå â ôèðìå D,
â òî âðåìÿ êàê òîâàðû ôèðìû L æåëàòåëüíû äëÿ âñåõ ïîäðóã.

4.2. Âû÷èñëåíèå ñëåäñòâèé ñ çàäàííûì ñîñòàâîì àòðèáóòîâ

Çàäà÷à ïîèñêà ñëåäñòâèé ñ çàäàííûì ñîñòàâîì àòðèáóòîâ V ðåøàåòñÿ
òàêæå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ è àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêöèé ìè-
íèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïîñûëêè çà-
äàíû â âèäå ñëåäóþùèåõ äèçúþíêòîâ:

¬P ∨Q ∨R; ¬P ∨ ¬Q ∨ ¬S; ¬P ∨Q ∨ ¬R ∨ S; P ∨ ¬R; P ∨R ∨ S.

Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ìîæåò ëè ñëåäñòâèåì äàííîé çàäà÷è áûòü ôîð-
ìóëà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå P è Q (äðóãîé
âàðèàíò: Q è S)?

Â ÀÊ âñå çàäà÷è è ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæíî âûðàçèòü
ÀÊ-îáúåêòàìè, ó êîòîðûõ àòðèáóòàìè ÿâëÿþòñÿ èìåíà ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ, à â êà÷åñòâå èõ äîìåíîâ èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà {0, 1}.
Ïðè ýòîì ëèòåðàëó X ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòà {1}, à ëèòåðàëó ¬X �
êîìïîíåíòà {0}. Òîãäà êîíúþíêò, íàïðèìåð, P ∧R∧S ìîæíî âûðàçèòü êàê
C-êîðòåæ A1[PRS] = [{1} {1} {1}], à äèçúþíêò P ∨ ¬R � êàê D-êîðòåæ
A2[PR] =]{1} {0}[.

Âûðàçèì ïîñûëêè çàäà÷è â âèäå D-êîðòåæåé è, ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ
+Atr, ïîñòðîèì D-ñèñòåìó:

A[PQRS] =


{0} {1} {1} ∅
{0} {0} ∅ {0}
{0} {1} {0} {1}
{1} ∅ {0} ∅
{1} ∅ {1} {1}

.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ â ðàçäåëå 2, ïðåîáðàçóåì D-ñèñòåìó

A[PQRS] â C-ñèñòåìó. Òîãäà ïîëó÷èì (ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ) ìèíèìàëüíîå ñëåäñòâèå:

A[PQRS] =

{0} ∗ {0} {1}
{1} {1} ∗ {0}
{1} {0} {1} {1}

.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîåêöèþ PrPQ(A). Ýòà ïðî-

åêöèÿ ñîäåðæèò 4 ðàçíûõ ýëåìåíòàðíûõ êîðòåæà, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
îíà ðàâíà óíèâåðñóìó è íå ãîäèòñÿ äëÿ ñëåäñòâèÿ (óíèâåðñóì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì äëÿ ëþáûõ ïîñûëîê).

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ PrQS(A). Îíà ñîäåðæèò òðè ýëåìåíòàðíûõ êîð-
òåæà: [{0} {1}], [{1} {0}] è [{1} {1}]. Ïî òàáëèöå èñòèííîñòè èì ñîîòâåò-
ñòâóåò ôîðìóëàQ∨S. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôîðìóëà åñòü îäíî èç âîçìîæíûõ
ñëåäñòâèé çàäà÷è.

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.16, ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü òî, ÷òî ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì. Âûðàçèì ôîðìóëó Q ∨ S
êàê D-êîðòåæ B[PQRS] =]∅ {1} ∅ {1}[ è ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå êàæäîãî
C-êîðòåæà èç C-ñèñòåìû A[PQRS] â D-êîðòåæ B[PQRS].
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4.3. Ñîêðàùåíèå îáúåìîâ çàïèñè â ñëåäñòâèÿõ

Ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäñòâèé ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ C-ñèñòåìû, ñîäåðæà-
ùèå çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî C-êîðòåæåé. Ñàìè C-ñèñòåìû âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ òðóäíî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òîáû â íèõ ñîäåðæàëîñü ìåíüøåå ÷èñëî
C-êîðòåæåé, îäíàêî îáúåì çàïèñè ìèíèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ èëè åãî íåïîë-
íûõ ïðîåêöèé ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü.

Âêðàòöå èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èçâåñòíî ñëåäñòâèå A ñ
áîëüøèì îáúåìîì çàïèñè. Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü A è êàêèì-òî îáðàçîì
âûäåëèòü åãî ÷àñòü Aj ⊂ A ñ ìàëûì îáúåìîì çàïèñè. Ïðè âû÷èñëåíèè åãî
äîïîëíåíèÿ ìåòîäàìè ÀÊ òàêæå ïîëó÷èòñÿ ÀÊ-îáúåêò Aj ñ ìàëûì îáúå-
ìîì çàïèñè, è ïðè ýòîì â ñèëó çàêîíà êîíòðàïîçèöèè áóäåò ñîáëþäàòüñÿ
ñîîòíîøåíèå A ⊂ Aj , ÷òî ïîçâîëÿåò âûáðàòü Aj â êà÷åñòâå èñêîìîãî ñëåä-
ñòâèÿ.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷àñòü çàäà÷è 1 èç ðàçäåëà 2. Ïóñòü â
êà÷åñòâå ïîñûëîê çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïåðâûå äâà D-êîðòåæà D-ñèñòåìû
P [KLM ]. Âûïèøåì ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò:

A[KLM ] = P1 ∩ P2 =

{a, b} {d} ∗
{c} ∗ {c}
{d} {d} {c}

.
Âû÷èñëèì äîïîëíåíèå:

A[KLM ] =

 {c, d} {a, b, c} ∅
{a, b, d} ∅ {a, b, d}
{a, b, c} {a, b, c} {a, b, d}

.
×òîáû ëåãêî âûäåëèòü ÷àñòü ïîëó÷åííîé D-ñèñòåìû, ïðåîáðàçóåì åå â

C-ñèñòåìó c ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íàì àëãîðèòìà. Òîãäà ïîëó÷èì:

A[KLM ] =


{d} {a, b, c} ∗
{d} {d} {a, b, d}
{c} ∗ {a, b, d}
{a, b} {a, b, c} ∗

.
Âûáåðåì èç ýòîé C-ñèñòåìû êàêîé-ëèáî C-êîðòåæ, íàïðèìåð,

Aj [KLM ] = [{d} {a, b, c} ∗] è âû÷èñëèì åãî äîïîëíåíèå Aj [KLM ] =
]{a, b, c} {d} ∅[.

Â ïîëó÷åííîì D-êîðòåæå ìîæíî óäàëèòü ôèêòèâíûé àòðèáóò. Òîãäà
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: D-êîðòåæ Aj [KL] =]{a, b, c} {d}[ ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì íàøåé çàäà÷è. Åãî ìîæíî âûðàçèòü êàê äèçúþíêò ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ïðåäèêàòàìè, îïðåäåëåííûìè â Çàäà÷å 1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ Òåîðå-
ìó 2.16, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âêëþ÷åíèå êàæäîãî C-êîðòåæà èç A[KLM ]
â D-êîðòåæ Aj [KLM ].
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Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç ìåòîäîâ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà çàïèñè ñëåäñòâèÿ
A ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê äåéñòâèé:

1. âû÷èñëèòü äîïîëíåíèå A è ïðåîáðàçîâàòü åãî â C-ñèñòåìó;

2. åñëè â ïîëó÷åííîé C-ñèñòåìå ìíîãî C-êîðòåæåé, òî óäàëèòü íåêîòî-
ðûå èç íèõ;

3. âû÷èñëèòü äîïîëíåíèå ñòðóêòóðû, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ïîñûëîê ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
ñëåäñòâèé ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñ ñîêðàùåííûì ñîñòàâîì ïåðåìåííûõ;

� ñ çàäàííûì ñîñòàâîì ïåðåìåííûõ;

� ñ ñîêðàùåííûì îáúåìîì çàïèñè.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ñîáîé îáîáùåííîå ïåðåñå÷åíèå ÀÊ-îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîäåëè-
ðóþò ïîñûëêè. ¾Èíòåðåñíûå¿ ñëåäñòâèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ íåïîë-
íûìè ïðîåêöèÿìè ìèíèìàëüíîãî ñëåäñòâèÿ.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ñîâðåìåííûõ êëàññè÷åñêèõ è íåêëàññè÷åñêèõ ëî-
ãè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåäóñìàòðèâàåò äëÿ âûâîäà íîâûõ ñëåäñòâèé ìåõàíèçì
èñ÷èñëåíèé ò. å. ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ íà îñíîâå ïðàâèë âûâîäà. Â àëãåáðå
êîðòåæåé íàðÿäó ñ ýòèì ìåõàíèçìîì ïðåäëàãàåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ ñëåä-
ñòâèé ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé, ò. å. íà îñíîâå àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ
ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò â âèäå îïðåäåëåííûõ îïåðàöèé íàä çàäàí-
íûìè â óñëîâèè çàäà÷è ñòðóêòóðàìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, â ÷àñòíîñòè, â
çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñëåäñòâèé ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ýòîò ìåòîä
èìååò îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà.

Ëèòåðàòóðà

Êóëèê, 1995 � Êóëèê Á.À. Íîâûå êëàññû ÊÍÔ, ñ ïîëèíîìèàëüíî ðàñïîçíàâà-
åìûì ñâîéñòâîì âûïîëíèìîñòè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1995. � 2.
Ñ. 111�124.

Êóëèê è äð., 2010 � Êóëèê Á.À., Çóåíêî À.À., Ôðèäìàí À.ß. Àëãåáðàè÷åñêèé
ïîäõîä ê èíòåëëåêòóàëüíîé îáðàáîòêå äàííûõ è çíàíèé. ÑÏá.: Èçä-âî Ïî-
ëèòåõí. óí-òà, 2010. 235 ñ.

Êóëèê, 2020 � Êóëèê Á.À. Ëîãèêà è ìàòåìàòèêà: ïðîñòî î ñëîæíûõ ìåòîäàõ ëî-
ãè÷åñêîãî àíàëèçà / ïîä îáù. ðåä. À.ß. Ôðèäìàíà. ÑÏá.: Ïîëèòåõíèêà, 2020.
144 ñ.

18



Ïëîòêèí, 1991 � Ïëîòêèí Á.È. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà
è áàçû äàííûõ. Ì.: Íàóêà, 1991. 448 ñ.

Øàëàê, 2018 � Øàëàê Â.È. Àíàëèç vs äåäóêöèÿ // Ëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
2018. ò. 24, � 1. Ñ. 26�45.

Chang, Lee, 1973 � Chang Ñ.-L. and Lee R.Ñ.-T. Symbolic Logic and Mechanical
Theorem Proving. New York: Academic Press, 1973. 331 p.

Courant, Robbins, 1996 � Courant R. and Robbins H. What is mathematics? An
elementary approach to ideas and methods. New York: Oxford University Press,
1996 (2nd ed.). 566 p.

Kulik, Fridman, 2018 � Kulik, B., Fridman A. N-ary Relations for Logical Analysis
of Data and Knowledge. Hershey, PA: IGI Global, 2018. 297 p.

Mendelson, 2015 � Mendelson, E. Introduction to Mathematical Logic. Boca Raton,
London, New York: Taylor & Francis Group, 2015 (6th ed.). 499 pp.

Pelletier, 1986 � Pelletier F.J. Seventy-Five Problems for Testing Automatic Theorem
Provers // Journal of Automated Reasoning. 1986, Vol. 2. P. 191�216.

Quine, 1952 � Quine W. V. The problem of simplifying of truth functions // Amer.
Math. Monthly. 1952, Vol. 59. P. 521�531.

19



Boris A. Kulik

Methods to Compute Interesting Consequences

Boris A. Kulik

Institute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of Sciences,
Address: V.O., Bolshoj pr., 61 St. Petersburg, 199178, Russia.
E-mail: ba-kulik@yandex.ru

Abstract: In the modern theory of logical inference, obtaining new consequences from ax-
ioms or premises is allowed only with the help of inference rules. In practice, deductive
analysis often applies such methods as resolutions, analytical or semantic tables, etc. How-
ever, these methods are not suitable for solving the problem of deriving consequences with
predetermined properties (in some publications they are called �interesting� consequences),
since those methods necessarily require for presence of the veri�ed consequence in initial
data. At the same time, the literature on logic provides no clear answer to the following
questions: what properties are inherent in an interesting consequence and how to calculate
such a consequence?

To solve these problems, it is proposed to use methods of our n-tuple algebra (NTA) that
is based on properties of the Cartesian product of sets. The objects of NTA are arbitrary
n-ary relations, which are interpreted as the domains of truth for formulas of mathematical
logic. They are matrix-like structures in which cells contain subsets of the corresponding
attributes rather than elements. In NTA, operations (addition, generalized intersection and
generalized union) and a relation (generalized inclusion) correspond to logical connectives of
mathematical logic (negation, conjunction, disjunction, implication). Calculations of quanti-
�er operations are performed by operations with attributes (adding a dummy attribute, which
corresponds to the generalization rule in predicate calculus, and eliminating an attribute).
For two of the four possible types of NTA structures, elimination of attributes corresponds
to computation of a projection of a relation. It is proved that any relation is a subset of its
own projection.

To derive interesting consequences in NTA, we have proposed a structure called the minimal
consequence that is equal to the generalized intersection of premises. Interesting consequences
are calculated as projections of the minimal consequence. Eventually, calculations and checks
yield consequences with reduced or predetermined lists of variables as well as with reduced
notations.

Keywords: interpretation, n-tuple algebra, Cartesian product, quanti�er operations, gener-
alization rule, minimal consequence, projection, elimination of attributes
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