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Предисловие 
Жизнь так устроена, что мы постоянно вынуждены в чем-то убеж-

дать друг друга, побуждать собеседника к каким-то действиям, обосно-
вывать целесообразность своих поступков или своего бездействия. По-
добное происходит не только в быту, но и во многих других сферах чело-
веческой деятельности: науке, производстве, политике и т. д. Побуждают 
иногда силой, угрозами – это к логике не имеет отношения. Часто убеж-
дают собеседника с помощью обмана, психологического воздействия или 
«нейролингвистического программирования». Это тоже не логика. Име-
ется замечательная книга С.И. Поварнина [1], в которой подробно и ув-
лекательно рассказано об уловках в споре с целью сбить с толку собесед-
ника. 

В то же время обман во многих случаях можно распознать с помо-
щью логического анализа. И в житейской практике логика нужна каждо-
му человеку, хотя бы для того, чтобы не стать жертвой словесных мани-
пуляций и уметь критически анализировать свои заблуждения, причи-
няющие нам крупные или мелкие неприятности. 

Наверное, невозможно найти человека, который никогда не допус-
кал бы логических ошибок в своих рассуждениях. Когда-то основы логи-
ки преподавали в школах и гимназиях, а анализ логических ошибок в 
рассуждениях оппонентов играл немалую роль в науке и образовании. Но 
в XX столетии роль логики в общечеловеческой культуре заметно поту-
скнела. В настоящее время специалисты по логике в основном занимают-
ся изобретением или исследованием многочисленных «экзотических» 
логик, в результате суть логики перестала быть понятной для многих. 

Существует много людей, которым интересно знать, что такое ло-
гика и для чего она нужна. Ответов на этот вопрос немало, мне больше 
нравится такой: логика – это важнейшая составляющая общечелове-
ческой культуры, ее основное назначение состоит в разработке кор-
ректных методов анализа правильности рассуждений и обоснований.  

Корректность методов логического анализа в настоящее время 
трактуется неоднозначно. Многие считают, что методы логического ана-
лиза корректны в силу того, что они проверены многовековой практикой 
применения логики. Для логики, являющейся фундаментом познаватель-
ных способностей человека, такой «эмпирический» критерий явно недос-
таточен. Здесь мы будем использовать другую точку зрения: логические 
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методы корректны в той мере, в какой они математически обосно-
ваны.  

Среди специалистов по логике до сих пор идут дискуссии о том, 
как преподавать логику. В основном эти дискуссии вращаются вокруг 
проблемы соотношения логики и математики. Сейчас многие математики 
считают, что в основе логики и всей математики в целом лежит искусст-
венный язык, в который вводятся некоторые символы, обозначающие 
переменные, константы, функции, предикаты, логические связки, скобки 
и знаки препинания. Для этих символов сформулированы способы по-
строения правильных предложений и их преобразования в другие пра-
вильные предложения. Такой подход начал становиться популярным 
среди математиков на рубеже XIX и XX столетий, он называется теорией 
формальных систем (ТФС). Используется и другое название: аксиома-
тический метод. Примеры изложения некоторых важных разделов логи-
ки и математики под влиянием этого подхода можно найти в публикаци-
ях [2, 3].  

С точки зрения преподавания логики, этот подход имеет ряд не-
достатков: он трудно усваивается учащимися и плохо приспособлен для 
анализа естественных рассуждений и решения логических задач. К тому 
же, с точки зрения ТФС классическая и неклассические логики имеют 
равные права на существование, и вопрос о том, какая логика «правиль-
ная», среди специалистов практически не обсуждается.  

В предлагаемой здесь методике, основные положения которой 
опубликованы в научных изданиях [4 – 7], излагается иной подход, в ко-
тором основные логические соотношения и способы логического анализа 
основаны на простых математических структурах. Это позволяет исполь-
зовать при анализе рассуждений несложные методы, подобные вычисле-
ниям и, кроме того, дает возможность учащимся освоить некоторые ос-
новополагающие понятия современной математики, используемые в на-
стоящее время не только в логике, но и во многих других областях, 
включая информационные технологии. 

В первой части книги рассмотрены методы анализа рассуждений в 
рамках силлогистики, созданной в IV веке до н. э. древнегреческим фи-
лософом Аристотелем. Толчком для разработки предлагаемых здесь ме-
тодов анализа силлогизмов (рассуждений с двумя посылками) и поли-
силлогизмов (рассуждений с произвольным числом посылок) стало зна-
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комство автора с замечательной книгой Льюиса Кэрролла1 «История с 
узелками» [8], в которой анализу естественных рассуждений посвящен 
большой раздел «Символическая логика». И хотя математические методы 
анализа, использованные тогда Кэрроллом, устарели, и вместо них здесь 
предлагаются более современные методы, некоторые незаслуженно за-
бытые идеи Л. Кэрролла легли в основу нового подхода.  

Важно отметить, что полисиллогистика не охватывает всех мето-
дов, применяющихся в настоящее время для анализа рассуждений. Дру-
гие, подчас намного более сложные, методы логического анализа были 
строго обоснованы в рамках математической логики, которая начала 
бурно развиваться с середины XIX века. Однако рассуждения в виде сил-
логизмов весьма часто используются в повседневной практике [9]. К то-
му же подробное рассмотрение полисиллогистики – не только дань ува-
жения к системе рассуждений, просуществовавшей более двух тысячеле-
тий, но и возможность проследить тесные связи между математикой и 
логикой.  

Более емкие по своим аналитическим возможностям методы ана-
лиза рассуждений изложены в следующем разделе «Алгебра кортежей и 
логика». Эти методы часто используются и в математической логике, и в 
системах искусственного интеллекта. 

Предложенные в первой части «Полисиллогистика» методы анали-
за рассуждений имеют по сравнению с традиционной силлогистикой сле-
дующие преимущества: 

1) в них отсутствуют ошибки традиционной силлогистики; 
2) с их помощью легко анализируются произвольные множества 

суждений; 
3) они позволяют анализировать логические некорректности и 

осуществлять проверку гипотез; 
4) они дают возможность восстанавливать пропущенные посылки 

(абдуктивное заключение). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (РФФИ) (проекты №№ 18-07-00132, 18-
01-00076, 18-29-03022 и 19-08-00079). 

                                                 
1 Льюис Кэрролл – литературный псевдоним английского математика и логика 
Ч.Л. Доджсона (C.L. Dodgson). 



 

 8 

Часть I. Полисиллогистика 

1. Суждение 
В основе логики лежит структура, которая называется «суждение». 

Это понятие было разработано Аристотелем (384-322 гг. до н. э.). Он соз-
дал систему анализа рассуждений, известную в настоящее время как сил-
логистика. 

В общем случае суждение – это выраженное в определенной фор-
ме высказывание, в котором сформулирован какой-то фрагмент наших 
знаний, представлений или мнений об окружающем мире (например, 
«Некоторые грибы ядовиты»). В Аристотелевой силлогистике каждое 
суждение состоит из двух частей – «субъекта» и «предиката». Логический 
смысл суждения заключается в том, что «предикат» рассматривается как 
присущий данному «субъекту» признак или условие его существования. 
«Предикат» может быть выражен и в отрицательной форме (например, 
«Пингвин не летает»). «Субъект» суждения обычно сопровождается ло-
гическими «префиксами» (в логике они называются кванторами): «все» 
или «некоторые». В Аристотелевой силлогистике, как правило, отрица-
ние к «субъектам» не применяется и используется только для предикатов, 
а кванторы применяются только к «субъектам».  

В нашем подходе будем использовать суждение в более широком 
смысле. Во-первых, в одном суждении может быть более одного «преди-
ката» и, во-вторых, в суждениях разрешается использовать отрицание не 
только для «предикатов», но и для «субъектов» – такое допущение, кста-
ти, используется и в «Символической логике» Л. Кэрролла [8]. 

В традиционной силлогистике предусмотрено только четыре фор-
мы суждения: «Все A есть B», «Все A не есть B», «Некоторые A есть B» и 
«Некоторые A не есть B». Эти формы (или типы) были выделены еще 
Аристотелем. Они соответствуют обычным предложениям, выражающим 
отношения между частью и целым, видом и родом, объектом и свойст-
вом. Если внимательно присмотреться к предложениям естественного 
языка, окажется, что многие из них удается без потери смысла предста-
вить в виде таких суждений. Можно сказать, что грамматическая и смы-
словая структура предложения, сформированная в течение многих тыся-
челетий существования человечества, воплотилась в логическом сужде-
нии. 
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Значительная часть предложений в нашей речи состоит из подле-
жащего и сказуемого. К ним часто добавляются второстепенные члены 
предложения (определения, дополнения, обстоятельства места, времени и 
т. д.). В такой общепринятой грамматической форме выражаются многие 
предложения в житейских разговорах, литературных произведениях, а 
также в философских и научных рассуждениях на всех национальных 
языках. В лингвистике известно немало подходов к анализу структуры 
предложения. Мы здесь рассмотрим вариант, в котором выделяются три 
основных структурных элемента простого предложения: подлежащее, 
определение и сказуемое вместе с дополнениями и обстоятельствами, 
которые находятся под его управлением (например, «родился в Курске», 
«оказался не у дел», «приедет во вторник», «является представителем 
фирмы IBM» и т. д.). 

При анализе логической формы суждения подлежащее часто мож-
но рассматривать как субъект суждения. Предикаты суждения – это кон-
струкции, состоящие из сказуемых с управляемыми ими обстоятельства-
ми или дополнениями. Например, в предложении «Кенгуру живут в Ав-
стралии» субъектом является кенгуру как один из видов животных, а 
предикатом – существа, живущие в Австралии. 

Сложнее в этом аспекте решается вопрос с определениями, кото-
рые в языке выражаются прилагательными, придаточными предложе-
ниями или же причастными оборотами. Обычно они ограничивают объем 
подлежащего, т. е. выделяют только часть объекта, обозначенного под-
лежащим, например, «черные лебеди».  

В то же время в предложениях естественного языка возможны от-
носящиеся к подлежащему определения, представляющие собой отдель-
ные предикаты. Примером может служить предложение «Онегин, доб-
рый мой приятель, родился на брегах Невы». Здесь по смыслу ясно, что 
определение «добрый мой приятель» характеризует не какую-то часть 
«Онегина», а его неотъемлемую характеристику (по крайней мере, в тот 
момент, когда это предложение было высказано). Отсюда следует, что в 
данном предложении можно выделить два предиката: «добрый мой при-
ятель» и «родился на брегах Невы». 

Заметим, что в форме суждения возможно выразить не только 
многие предложения естественного языка, но и такие логические 
конструкции, как определения или толкования терминов; факты реальной 
жизни; многие математические теоремы; законы природы и т. д. Каждый 
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предикат суждения есть необходимый признак или необходимое условие 
существования субъекта.  

Соотношения между субъектами и предикатами, а также методы 
анализа рассуждений легко представить с помощью математической 
системы, носящей название алгебры множеств.  

2. Основные понятия алгебры множеств 
Алгебра множеств лежит в основе многих разделов современной 

математики. Для нее практически невозможно установить точную дату 
открытия и назвать имя первооткрывателя. Алгебра множеств постепен-
но развивалась на фоне многочисленных попыток найти строгое матема-
тическое основание Аристотелевой логики. Некоторые предпосылки этой 
алгебры содержатся в трудах Лейбница, в ее основах есть значительный 
вклад многих известных логиков и математиков (Л. Эйлера, 
Ж. Д. Жергонна, А. де Моргана, Дж. Венна и др.) [10].  

Среди разделов математики алгебра множеств оказывается намно-
го более простой, чем, допустим, геометрия, дифференциальное и инте-
гральное исчисление, однако в завершенном виде она была выражена 
лишь во второй половине XIX столетия, т. е. намного позже, чем многие, 
подчас весьма сложные области математики.  

О многовековой истории взаимодействия логики и математики 
подробно написано в книге [10]. Одним из ключевых событий этой исто-
рии стала книга Эйлера [11], в которой он в популярной форме изложил 
свое понимание Аристотелевой силлогистики. При этом использовались 
наглядные схемы, которые впоследствии получили название «круги Эй-
лера». В дальнейшем круги Эйлера стали применять не только в учебных 
курсах по логике, но также и при изложении азов многих основопола-
гающих разделов современной математики, где используется алгебра 
множеств (например, в [12]). Здесь мы также будем применять эти на-
глядные отображения, позволяющие достаточно быстро овладеть абст-
рактными понятиями алгебры множеств. 

Идеи Эйлера были развиты в работах французского астронома и 
математика Ж. Д. Жергонна. Ему удалось в опубликованной в 1817 г. 
работе «Основы рациональной диалектики» представить все классы суж-
дений, выделенных Аристотелем, с помощью соотношений между мно-
жествами. Эти соотношения получили название «Жергонновы отноше-
ния» [10]. Рассмотрим их более подробно. 
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В основе силлогистики лежат простые суждения, представленные 
четырьмя типами:  

A – общеутвердительное (все X есть Y);  
E – общеотрицательное (все X не есть Y);  
I – частноутвердительное (некоторые X есть Y);  
O – частноотрицательное (некоторые X не есть Y).  
Термины X и Y можно отобразить как некоторые совокупности 

(множества, классы) в виде кругов Эйлера. Жергонн выделил пять воз-
можных соотношений между ними (рис. 1). 

 
Рис. 1 

Каждый тип Жергонновых отношений имеет собственное назва-
ние: 

G1 – совпадение или равнозначность; 
G2 – левостороннее включение; 
G3 – частное совпадение; 
G4 – правостороннее включение; 
G5 – несовместимость. 
Жергонн показал, что каждый тип Аристотелевского суждения со-

ответствует некоторым типам этих отношений, в частности: 
- типу A соответствует G1 или G2; 
- типу E соответствует G5; 
- типу I соответствует G1 или G2 или G3 или G4; 
- типу O соответствует G3 или G4 или G5. 
Например, суждение типа I означает, что некоторая непустая часть 

множества или класса X содержится в Y. Посмотрев на рисунок, нетрудно 
убедиться, что этому условию удовлетворяют все типы Жергонновых 
отношений, кроме G5. В логике слово «некоторые» используется в широ-
ком смысле: «хотя бы один, но не исключено, что и все». Точный сино-
ним понятия «некоторые» – термин «существует». 

Жергонновы отношения часто использовались для строгого обос-
нования не только правил вывода из простых силлогизмов, где в качестве 
посылок используются только два суждения, но и для более сложных 
умозаключений, когда посылки могут включать произвольное число су-
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ждений – в этом случае мы имеем дело с полисиллогизмами. Вершиной 
анализа такого рода можно считать работы английского логика и фило-
софа Дж. Венна  (1834–1923) [10]. 

Однако анализировать рассуждения с помощью Жергонновых от-
ношений не всегда просто. Главная трудность состоит в том, что практи-
чески для всех типов суждений (за исключением типа E) нужно исполь-
зовать несколько вариантов Жергонновых отношений, и при увеличении 
количества исходных суждений число возможных вариантов анализа 
возрастает лавинообразно. Если мы, допустим, анализируем сложное 
рассуждение, содержащее много суждений, то для каждого суждения не-
обходимо просмотреть все соответствующие ему варианты Жергонновых 
отношений. Далее мы изучим намного более простые способы анализа 
рассуждений, также основанные на законах алгебры множеств. 

С точки зрения современной математики алгебра множеств отно-
сится к классу алгебраических систем, т. е. структур, в которых имеются 
(даны): 

1) носитель – совокупность объектов (например, числа, символы, 
геометрические фигуры, множества и т. д.); 

2) совокупность отношений (например: больше, меньше, равно и 
т. д.); 

3) совокупность операций (например, сложение, умножение, пе-
ресечение и т. д.); 

4) основные законы, связывающие отношения и операции (на-
пример, неизменность результата умножения двух чисел при 
перестановке сомножителей). 

Заметим, что смысловая разница между отношением и операцией 
заключается в следующем: если задано некоторое отношение между объ-
ектами, то о нем можно только сказать, истинно оно для данных объек-
тов или нет (например, отношение «2 > 3» ложно), в то время как в ре-
зультате какой-либо операции с объектами получается новый объект (на-
пример, «2 + 3 = 5»). 

В алгебре множеств носителем является некоторая совокупность 
множеств. Основными понятиями алгебры множеств считаются множе-
ство и элемент. Соотношение между ними называется отношением 
принадлежности и обозначается знаком «». Запись b  A переводится 
с символического языка как «b есть элемент множества A» или 
«элемент b принадлежит множеству A». Если все элементы множества 
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можно перечислить (например, оно состоит из элементов a, b и c), то об-
щепринятой является такая запись множества:  

A = {a, b, c}.  
Элементы множества принято заключать в фигурные скобки.  
Множества можно задать двумя способами: с помощью формули-

ровки характерных признаков (например, множество K содержит только 
неотрицательные четные числа, не превышающие 8) или с помощью пе-
речисления элементов (например, K = {0, 2, 4, 6, 8}). 

В современной математике пока что нет четкого определения от-
ношения принадлежности. Считается, что элементом может быть любой 
объект, в том числе и множество. Такое допущение служит источником 
парадоксов, эти парадоксы были открыты на рубеже XIX и XX столетий, 
и с тех пор на эту тему не утихают дискуссии. Здесь мы будем придержи-
ваться точки зрения, в которой отношение принадлежности связывает 
два разных типа объектов («элемент»  «множество»), но ни в коем слу-
чае не должно быть связи типа «множество»  «множество». Тогда неоп-
ределенностей и парадоксов не возникает. 

Между множествами устанавливается другое, на первый взгляд, 
похожее, но, в то же время, принципиально отличающееся отношение – 
включение, структурные свойства которого в современной математике 
определены достаточно четко и однозначно. Рассмотрим его более под-
робно. Допускаются два разных варианта этого отношения: 

«» – строго включено; 
«» – включено или равно. 
Запись A  B означает, что множество A включено во множество B, 

т. е. все элементы множества A одновременно есть элементы множе-
ства B, но равенство этих множеств невозможно. Например, «рыбы» 
включены в «животные», но не равны им. Запись A  B означает, что 
множество A включено в множество B, но не исключается, что они могут 
быть равными. Изображение отношения строгого включения (A  B) с 
помощью кругов Эйлера показано на рис. 2.  

 
Рис. 2 
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В данном случае не обязательно использовать правильные круги. 
Множества можно изобразить любой замкнутой фигурой. 

Если множества заданы с помощью перечисления элементов, то 
отношение включения (или невключения) одного множества в другое 
множество легко установить путем сравнения элементов этих множеств. 
Например, если заданы три множества  

P = {a, b, c, d, e}; Q = {b, d, a}; R = {a, c, f},  
то, сравнивая их элементы, можно доказать, что Q  P, но в то же время 
отношение R  P для этих множеств неверно, так как элемент f из мно-
жества R не принадлежит множеству P. Для множеств с большим или 
бесконечным числом элементов отношение включения иногда можно 
обосновать. Например, сравнительно легко доказывается, что бесконеч-
ное множество всех чисел, кратных 6, строго включено в бесконечное 
множество всех четных чисел.  

Порядок перечисления элементов для множеств несущественен. 
Например, множества {b, d, a}; {a, b, d}; {d, a, b} – это по сути одно и то 
же множество. Если же порядок перечисления множеств имеет значение, 
то получаем не множества, а последовательности или упорядоченные 
множества (некоторые сведения о них приведены ниже). Математиче-
ские свойства последовательностей существенно отличаются от матема-
тических свойств множеств. 

Различие отношений принадлежности и включения можно иллю-
стрировать следующим примером. Допустим, имеется запись a  P. Из 
нее следует, что a есть элемент, а P – множество. Возможно ли в этом 
случае записать a  P? Оказывается, нельзя, потому что отношение 
включения применимо только для двух множеств. Правильной в этом 
случае будет запись {a}  P, в которой слева записан не элемент, а одно-
элементное множество. 

Рассмотрим еще одно отношение между множествами – отноше-
ние равенства. Множества равны, если у них одни и те же элементы. Для 
доказательства равенства двух множеств, особенно в тех случаях, когда у 
них большое или бесконечное число элементов, используется следующее 
утверждение. 

Множества A и B равны, если справедливо как A  B, так и B  A. 
Заметим, что в математике это утверждение – доказанная теорема. 

Если множества связаны отношениями A  B или A  B, то множество A 
называют подмножеством множества B. Среди всех возможных под-
множеств произвольного множества A обязательно содержится также и 
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само множество A. Другими словами, для любого множества A всегда 
справедливо A  A. 

В алгебре множеств особо выделяется и часто используется мно-
жество, которое называется «пустое множество» (обозначается «»). Ин-
туитивно пустое множество означает множество, не содержащее ника-
ких элементов. Но это интуитивное определение не раскрывает полно-
стью его сути и роли в алгебре множеств. Свойства пустого множества 
станут более понятными, когда мы рассмотрим операции алгебры мно-
жеств. 

Если множество задано перечислением элементов, то можно запи-
сать совокупность всех подмножеств этого множества. Например, для 
множества A = {a, b, c} такая совокупность состоит из восьми подмно-
жеств: 

, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}. 
Доказано простое соотношение, позволяющее сразу же узнать об-

щее число всех возможных подмножеств множества, содержащего ровно 
N элементов. Для любого N такое число равно 2N. Например, для нашего 
множества A = {a, b, c} число всех возможных подмножеств равно 23. 
Заданная совокупность множеств называется в математике системой 
множеств. 

Дотошный читатель уже готов обличить автора в некорректности – 
ранее автор утверждал, что элемент не может быть множеством, а разве 
система множеств не множество множеств? Ну, пусть сказано не «мно-
жество», а «совокупность», но, какая, в сущности, разница? 

Чтобы избежать некорректности, предлагается определять систему 
множеств как множество имен (в общем случае, обозначений) подмно-
жеств некоторого множества. Например, запись {a, c} обозначает неко-
торое множество. И что необычного в том, что это обозначение раскры-
вает содержание множества? Например, имя «самолет» тоже частично 
раскрывает содержание объекта. 

В систему множеств при этом, помимо пустого множества, вклю-
чается и универсум, т. е. множество, содержащее в качестве подмножеств 
все множества системы множеств. Другими словами, система мно-
жеств – это заданная совокупность обозначений подмножеств некоторо-
го множества, принятого за универсум. Например, для множеств планет, 
комет, звезд и т. д. универсумом можно считать множество астрономиче-
ских объектов. 
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Иногда в рассуждениях для одной и той же совокупности объектов 
допустимы разные универсумы. Например, для львов и шакалов в каче-
стве универсума можно выбрать множества хищников или млекопитаю-
щих. Во избежание ошибок в таких случаях лучше заранее выбрать под-
ходящий универсум и не изменять его в процессе рассуждений.  

Для универсума нет общепринятых обозначений. Далее мы будем 
обозначать его символом U.  

Перейдем к операциям. Начнем с операции дополнения, которую 
можно определить только тогда, когда для системы множеств задан уни-
версум. 

Определение 1. Дополнением множества A называется множество 

A , содержащее все элементы универсума, за исключением элементов 
множества A. 

В логике дополнению множества соответствует связка «не». На-
пример, «не красный» – любой возможный цвет, кроме красного. Обычно 
дополнение множества обозначается с помощью черты, расположенной 

над символьным обозначением этого множества. К примеру, ikR  обозна-

чает дополнение множества ikR . 

Пример 1. Пусть U = {a, b, c, d} и P = {a, c}. Тогда P = {b, d}. 
Определим еще две основные операции – пересечение и объедине-

ние множеств. 
Определение 2. Пересечением множеств A и B называется множе-

ство C, которое содержит все элементы, принадлежащие одновременно 
как A, так и B. 

Операция пересечения множеств обозначается символом “”. 
Символически Определение 2 можно записать как формулу 

C = A  B. 
Так, пересечение множества всех студентов данного вуза и множе-

ства всех участников КВН есть множество студентов этого вуза, участ-
вующих в КВН. Другой пример: пересечение множества всех чисел, де-
лящихся на 2, и множества всех чисел, делящихся на 3, – это множество 
всех чисел, делящихся на 6. 

В логике операции пересечения соответствует логическая связка 
«И» (обозначается как  или ). Если речь идет об объектах со свойства-
ми P или Q, то логическая формула P  Q означает, что речь идет только 
об объектах, имеющих оба этих свойства. Допустим, свойствам P и Q 
соответствуют некоторые множества SP и SQ, тогда пересечение этих 



 

 17 

множеств SP  SQ включает все элементы, каждому из которых одновре-
менно присущи свойства P и Q. При вычислении пересечения двух мно-
жеств необходимо выбрать из них только элементы, содержащиеся как в 
том, так и в другом множествах. 

Пример 2. Пусть A = {a, b, c, d} и P = {a, c, f}. Тогда  
A  P = {a, c}. 
Возможна ситуация, когда при вычислении пересечения двух мно-

жеств оказывается, что эти множества не содержат общих элементов. 
Пересечение таких множеств – пустое множество. Например, для 
Q = {a, c,} и R = {b, d} Q  R = . 

Из этого, в частности, следует одно «необычное» свойство пустого 
множества: пустое множество включено в любое множество. 

Это свойство легко доказывается. В самом деле, пусть дано произ-
вольное множество A. Для него при заданном универсуме существует 

дополнение A , при этом из Определений 1 и 2 следует, что A  A  = . 
Но пересечение двух множеств включено в каждое из этих множеств, 
следовательно,   A.  

Определение 3. Объединением множеств A и B называется мно-
жество C, элементы которого принадлежат хотя бы одному из этих мно-
жеств. 

Операция объединения множеств обозначается символом «». 
Символически Определение 3 можно записать как формулу 

C = A  B. 
В логике операции объединения соответствует логическая связка 

«ИЛИ» (обозначается «»). Если речь идет об объектах со свойствами P 
или Q, то логическая формула P  Q означает, что речь идет только об 
объектах, обладающих хотя бы одним из этих свойств. Объекты, имею-
щие оба свойства P и Q, также принадлежат объединенному множеству. 

Пример 3. Пусть A = {a, b, c, d} и P = {a, c, f}. Тогда  
A  P = {a, b, c, d, f}. 
Обратите внимание, что в Примере 3 элементы a и c, которые со-

держатся в каждом из множеств A и B, в объединении C не удваиваются, 
а содержатся один раз. В математике и ее приложениях иногда исполь-
зуют множества с кратными элементами (они называются мультимно-
жествами). В таких множествах некоторые законы отличаются от зако-
нов обычной алгебры множеств. 
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Операции дополнения, пересечения и объединения являются ос-
новными операциями алгебры множеств.  

Определение 4. Разностью множеств A и B называется множество 
C = A \ B, которое содержит только элементы множества A, не принадле-
жащие одновременно множеству B. 

Пример 4. Пусть A = {a, b, c, d} и B = {a, c, f}. Тогда  
A \ B = {b, d}. 
Важно отметить, что разность множеств – производная операция, 

ее можно выразить с помощью основных операций. Для разности мно-
жеств справедливо следующее соотношение: 

A \ B = A  B . 
Если в Примере 4 задать универсум, например, U = {a, b, c, d, e, f}, 

то нетрудно проверить это равенство: 

B = {b, d, e}; тогда A \ B = A  B = {b, d}. 
В то же время операцию дополнения можно выразить с помощью 

операции разности: A  = U \ A. На рис. 3 соответствующие операции над 
множествами изображены с помощью «кругов Эйлера». Серым цветом 
показаны результаты операций.  

 
Рис. 3 

Хотелось бы обратить внимание на одно важное обстоятельство. 
Для множеств A и B, у которых нет общих элементов, справедливы сле-
дующие соотношения: 

A  B = ; A  B ; B  A . 
Ситуация, соответствующая этим соотношениям, наглядно ото-

бражается с помощью диаграммы Эйлера на рис. 4. 
Теперь у нас вполне достаточно понятий для того, чтобы отобра-

зить заданные суждения в виде математической формулировки. Напри-
мер, суждение «Все члены палаты лордов носят титул пэра» мы расчле-
няем на субъект «члены палаты лордов» (A) и предикат «носят титул пэ-
ра» (B). Тогда математическая формула данного суждения: 

A  B. 
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Рис. 4 

Это означает, что все члены палаты лордов включены в множество 
тех, кто носит титул пэра. Более сложное суждение, например: «Все чле-
ны палаты лордов носят титул пэра и находятся в здравом рассудке», вы-
ражается с помощью двух предикатов: «носят титул пэра» (B) и «нахо-
дятся в здравом рассудке» (С). Получим следующую математическую 
формулировку: 

A  (B  C).                             (1.1) 

В случаях, когда в суждении имеются предикаты с отрицаниями, в 
математической записи используют операцию дополнения. Например, 
суждение «Все члены палаты лордов носят титул пэра и не принимают 
участия в скачках на мулах» можно записать как  

A  (B  D ),               (1.2) 

где D – предикат «принимают участие в скачках на мулах». 
Если использовать диаграммы Эйлера, получим наглядное изобра-

жение формул (1.1) и (1.2) в виде, показанном на рис. 5 и 6. 

   
Рис. 5    Рис. 6 

Количественные соотношения в диаграммах Эйлера (т. е. в данном 
случае – площади фигур) не принимаются во внимание. Среди наших 
знаний немало таких, когда мы не знаем, чему равно число элементов 
множества, но это не мешает нам знать, что некоторые из таких мно-
жеств строго включены в другие множества (например, множество де-
ревьев включено в множество растений), или что некоторые из таких 
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множеств не имеют общих элементов с другими множествами (например, 
среди рыб нет млекопитающих).  

В математическую форму суждений удается перевести многие 
предложения естественного языка. Математические и логические свойст-
ва суждений мы подробно рассмотрим в следующих разделах. А пока 
приведем общие законы алгебры множеств, которые необходимы для 
более глубокого понимания этих свойств. 

3. Законы алгебры множеств и их обоснование 
Законы алгебры множеств – это по сути теоремы, которые выво-

дятся из основных определений и аксиом. Часто перечисляются 26 или 28 
законов алгебры множеств. Здесь мы приведем без доказательства лишь 
некоторые из них, нужные для понимания дальнейшего. А затем пока-
жем, как эти законы можно обосновать. 

Пусть A, B, C – некоторые произвольные множества в универсуме 
U. Тогда законами алгебры множеств являются следующие соотношения 
между ними. 

1. A = A. (Закон двойного дополнения) 

Пример 5. Пусть U = {a, b, c, d} и P = {a, c}. Тогда P = {b, d} и 

P = {a, c} = P. 
В алгебре множеств это соотношение носит название закон инво-

люции. В логике этот закон известен под названием закон отрицания 
отрицания (или закон двойного отрицания): не(не-A) – то же самое, что 
и A. 

2. A  A  =  (множество и его дополнение не имеют общих эле-
ментов). 

В логике этому закону соответствует закон непротиворечия (ут-
верждение и его полное отрицание логически несовместимы). 

3. A  A  = U. 
В логике этот закон соответствует закону исключенного третьего 

(совмещение любого утверждения и его полного отрицания не допускает 
присутствия какого-либо третьего промежуточного варианта). 

Следующие соотношения более подробно характеризуют свойства 
пустого множества и универсума: 

4.   = U;  5. U  =  
6. A   = ;  7. A   = A; 
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8. A  U = A;  9. A  U = U. 
Следующие законы алгебры множеств связывают друг с другом 

отношения включения и равенства: 
10. Если A  B, то справедливы следующие соотношения: 
10a. A  B = A;  10b. A  B = B; 

10c. A   B = U;  10d. A  B  = . 
Соотношение 10d можно выразить также с помощью операции 

разности множеств: 
10e. Из A  B следует A \ B = . 
Законы де Моргана: 

11a. BA = A B ; 11b. BA = A B . 
Законы дистрибутивности: 
12a. Дистрибутивность пересечения:  
      A(BC…D) = ((A  B)  (A  C) … (A  D)).  
12b. Дистрибутивность объединения: 
      A(BC…D) = ((A  B)  (A  C) … (A  D)). 
Законы дистрибутивности для множеств аналогичны закону дист-

рибутивности умножения для чисел:  
a(b + c + d) = ab + ac + ad.  
Но для чисел, в отличие от множеств, закон дистрибутивности 

сложения не верен. 
И, наконец, приведем два закона, которые определяют основные 

свойства отношения включения. Их мы будем использовать в дальней-
шем в правилах логического вывода. 

13a. Если A  B и B  C, то A  C (закон транзитивности вклю-
чения); 

13b. A  B равносильно B  A  (закон контрапозиции). 
В математической литературе приводятся разные способы обосно-

вания этих законов. Наиболее распространенный заключается в том, что 
некоторые законы алгебры множеств принимаются в качестве аксиом, а 
остальные выводятся с помощью правил вывода. Здесь мы рассмотрим 
относительно простой способ обоснования, который называется комби-
наторным. 

Пусть необходимо обосновать некоторые законы для двух мно-
жеств X и Y. Рассмотрим диаграмму Эйлера (рис. 7), на которой изобра-
жены эти множества и объемлющий их универсум (U).  
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Рис. 7 

Выделим на диаграмме участки a, b, c и d, не имеющие внутренних 
границ, т. е. выполним разбиение нашего универсума на 
4 не пересекающихся друг с другом множества. Разбиение множества 
означает, что любая пара подмножеств разбиения не содержит общих 
элементов. Заметим, что разбиение возможно для любых, даже бесконеч-
ных множеств. Данное разбиение позволяет представить множества a, b, 
c и d как элементы, из которых состоят универсум U и множества X и Y. 
Для них справедливы соотношения: 

U = {a, b, c, d}; X = {a, b}; Y = {b, c}. 
Примем эти соотношения в качестве исходных данных и докажем 

для такого общего представления данной системы из двух множеств один 

из законов де Моргана YX  = X Y . Получаем: 
1) X  Y = {b}; 

2) YX  = {a, c, d}; 

3) X = {c, d}; 

4) Y = {a, d}; 

5) X Y = {a, c, d}; 

6) сравнивая 2 и 5, заключаем, что YX  = X Y , что и требова-
лось доказать. 

Закон транзитивности (13a) интуитивно понятен. Рассмотрим 
обоснование закона контрапозиции (13b). Схема на рис. 7 нам не подхо-
дит, так как в ней между множествами X и Y нет соотношения включе-
ния. Однако, если убрать из схемы область a (можно считать, что это 
пустое множество), получим то, что нужно: X  Y. Этот результат выра-
жается в виде равенств: 

U = {b, c, d}; X = {b}; Y = {b, c}.  
Из них следует X  Y. 
Приступим к доказательству. Для этого вычислим 

1) X = {c, d}; 
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2) Y = {d}; 

3) сравнивая X и Y , убедимся, что Y  X , что и требовалось до-
казать. 

Для строгого доказательства законов алгебры множеств комбина-
торным способом нужно еще рассмотреть все варианты, когда части a, b, 
c и d по отдельности или в сочетаниях равны пустому множеству. Эти 
варианты здесь не рассматриваются, но дотошный читатель может их 
проверить. 

В рамках ТФС место алгебры множеств занимает формальная 
теория множеств [2]. Книгу Н. Бурбаки по теории множеств легко най-
ти в Интернете, и читатель получит возможность убедиться: иногда в ма-
тематике простые вещи выражают очень сложно. 

4. E-структуры: определение и основные свойства 
В этом разделе рассказывается о структурах, с помощью которых 

можно анализировать рассуждения, состоящие из большого числа разных 
суждений. Рассмотрим пример из книги Л. Кэрролла «История с узелка-
ми». 
Пример 6. Пусть задана следующая совокупность суждений: 

1) Все малые дети неразумны. 
2) Все, кто укрощает крокодилов, заслуживают уважения. 
3) Все неразумные люди не заслуживают уважения. 
Тем самым задано рассуждение, где суждения играют роль логиче-

ских посылок, и нужно определить, что из них следует. 
Система таких посылок называется в логике полисиллогизмом или 

соритом. Просто силлогизм – это система, которая содержит всего лишь 
две посылки. Аристотелева силлогистика в основном предназначена 
лишь для решения силлогизмов. А чтобы с ее помощью получить следст-
вие в полисиллогизме, надо последовательно подбирать подходящие па-
ры из суждений, получать из них следствия и так до тех пор, пока не бу-
дут исчерпаны все возможности. Но такой путь довольно труден и не 
всегда приводит к правильному решению. 

Математик и логик Чарльз Л. Доджсон разработал оригинальную 
методику решения не только силлогизмов, но и полисиллогизмов. Наша 
методика существенно отличается от методики Кэрролла, но начальные 
этапы решения таких задач почти полностью совпадают. С самого начала 
надо определить основные термины, из которых состоит система посы-
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лок, ввести для них обозначения и выбрать подходящий универсум. Оче-
видно, основными терминами данной задачи должны быть следующие: 
«малые дети» (C), «разумные люди» (S), «те, кто укрощает крокодилов» 
(T) и «те, кто заслуживает уважения» (R). Эти термины представляют ка-
кие-то множества в универсуме «люди». Их отрицаниями соответственно 

будут следующие термины: «не малые дети» ( C ), «неразумные люди» 

( S ), «те, кто не укрощает крокодилов» (T ) и «те, кто не заслуживает 

уважения» ( R ). 
Каждая посылка – это суждение. Теперь можно записать условие 

задачи в обозначениях алгебры множеств: 

1) C  S  (множество малых детей включено в множество неразум-
ных людей); 

2) T  R (множество укротителей крокодилов входит во множество 
людей, заслуживающих уважения); 

3) S  R (множество неразумных включено в множество не заслу-
живающих уважения). 

Сразу отметим, что в состав терминов системы мы обязательно 
включаем не только «позитивные» термины (C, S, T и R), но и их отрица-

ния (для множеств – дополнения): C , S , T  и R . Тем самым мы опреде-
лили некоторую структуру, состоящую из системы множеств S = (, U, 

C, S, T, R, C , S ,T , R ) и набора отношений включения между этими мно-
жествами, сформулированных в посылках. Термины и их дополнения 
будем называть литералами. 

Дадим более общее и точное определение этих структур. Термины 
и их дополнения назовем базовыми литералами рассуждения. Условим-
ся, что к литералам относятся также обозначения пустого множества и 
универсума. Сначала дадим определение суждения. Далее в разделе 7, 
помимо базовых, мы введем иные (неопределенные) литералы. 

Определение 5. Суждением называется выраженное с помощью 
литералов отношение включения, в левой части которого содержится 
единственное множество, представленное литералом, а в правой части – 
пересечение множеств, представленных некоторыми литералами. Лите-
рал в левой части называется субъектом суждения, множество литера-
лов в правой части, – предикатами суждения. 
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Структуру рассуждений с такими посылками предложено называть 
логической структурой Эйлера (Euler) (сокращенно E-структурой). Да-
дим ее определение. 

Определение 6. E-структурой называется совокупность литера-
лов, соотношения между которыми определяются с помощью исходных 
посылок, выраженных в форме суждений. 

Таким образом, пример, приведенный в начале раздела, можно ма-
тематически выразить как E-структуру с множеством базовых литералов 

L = {C, S, T, R, C , S ,T , R } и заданными посылками. 
Хотя в дальнейшем мы будем оперировать в основном литералами, 

а не множествами, надо также помнить, что каждому рассуждению соот-
ветствует система множеств, в которой законы алгебры множеств соблю-
даются неукоснительно. Это поможет не выходить в своем анализе за 
рамки строгой математики. 

Следующий шаг после уточнения терминологии при анализе 
E-структур – вывод следствий. Для любой системы логического вывода 
необходимы, по крайней мере, два компонента:  

1) аксиомы, записанные с помощью определенных правил на язы-
ке математики, и  

2) правила логического вывода, с помощью которых получают 
следствия из произвольно заданных посылок.  

Таким образом мы представляем каждую заданную E-структуру 
аксиоматической системой, где посылки играют роль аксиом. 

Методы решения этих задач рассмотрим в следующих разделах, а 
сейчас перейдем к правилам вывода. При определении этих правил ис-
пользуются некоторые законы алгебры множеств, в частности, те, кото-
рые устанавливают системные свойства отношения включения (в преды-
дущем разделе им присвоены номера 13a и 13b). Здесь мы полностью 
отходим от методики Л. Кэрролла. Сходство заключается лишь в том, что 
он также неявно использовал некоторые законы алгебры множеств. 

Пусть X, Y и Z – базовые литералы E-структуры. 
Определение 7. Правила вывода E-структуры таковы: 

Правило С (контрапозиции): X  Y равносильно Y  X ; 
Правило T (транзитивности): из X  Y и Y  Z следует X  Z; 

Правило инволюции (двойного дополнения): X равносильно X. 
Перечисленные правила не надо обосновывать – это законы алгеб-

ры множеств. 
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Стоит отметить, что E-структуры есть частный случай 
QC-структур, подробное описание которых имеется в [4].  

Теперь у нас достаточно инструментов для того, чтобы приступить 
к решению задачи Л. Кэрролла. Сначала применим ко всем посылкам 
правило контрапозиции и получим следующие выражения, которые 
можно считать первыми следствиями наших посылок: 

C1: S C  (следует из C  S  по правилу контрапозиции); 

C2: R  T (следует из T  R по правилу контрапозиции); 

C3: R  S (следует из S  R  по правилу контрапозиции). 
Необходимо учесть, что при выводе следствий по правилу контра-

позиции иногда используется закон двойного отрицания. Так, если из 

первой посылки получили по правилу C следствие S  C , то из равенст-

ва S = S получим S  C . 
Теперь переведем полученные следствия с математического языка 

на обычный. Например, S  C  означает «Все разумные люди не являют-
ся малыми детьми». Но продолжим вывод следствий – у нас в запасе еще 
есть правило транзитивности. Из всех посылок и полученных следствий 
выберем пары суждений, у которых левая часть первого суждения полно-
стью совпадает с правой частью другого суждения. Получим такие пары: 

(C  S , S  R ); (T  R, R  S); ( S  R , R T ); (R  S; S C ). 
Из них по правилу T получаем еще четыре следствия: 

C4: C  R ; 
C5: T  S; 

C6: S T ; 

C7: R  C . 
Для этих новых суждений снова выберем подходящие для приме-

нения правила T пары суждений из уже имеющихся и получим еще четы-
ре суждения, причем некоторые из них дублируют полученные ранее. 
Оставим только еще не встречавшиеся и найдем: 

C8: C T ; 

C9: T C . 
Далее использование любого правила вывода не приведет к полу-

чению новых суждений. Процесс вывода на этом заканчивается. 
Наиболее интересны следствия, полученные на последнем этапе 

процедуры вывода. Если перевести их на обычный язык, получим сле-
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дующие суждения: «Все малые дети не укрощают крокодилов» и «Все, 
кто укрощает крокодилов, не являются малыми детьми». Задача решена, 
но хотелось бы, чтобы инструменты для ее решения были проще.  

Чтобы заранее понять, как нам помогут эти инструменты, попробу-
ем решить данную задачу с помощью схемы (ниже мы узнаем, что по-
добные схемы называются графами). Запишем в одной строке все пози-
тивные (т. е. без дополнений) литералы задачи, а строго под ними в дру-
гой строке – дополнения тех же литералов. Затем соединим литералы 

линиями со стрелками в соответствии с посылками задачи: C  S , T  R 

и S  R . В результате имеем такую схему (рис. 8): 

 
Рис. 8 

Теперь нарисуем контрапозиции заданных посылок. Здесь тоже 
ничего сложного нет, используем следующие два правила:  

Правило 1. Если посылка соединяет литералы в одной строке (на-

пример, T  R или S  R ), то связываем стрелками противоположные 
литералы в другой строке, а направление стрелок изменяем на обрат-
ное.  

Правило 2. Если на схеме косые стрелки, соединяющие литералы 

из разных строк (например, C  S ), то считаем эту стрелку диагональю 
некоторого прямоугольника, и просто дорисовываем другую диагональ, 

сохраняя при этом направление стрелки вверх или вниз (S C ).  
Контрапозиции нарисуем штриховыми стрелками. Тогда получим: 

 
Рис. 9 

Затем найдем на схеме «начальные» литералы, в которые не входит 
ни одна стрелка (это C и T), и «прогуляемся» по направлениям линий со 
стрелками до окончания пути. Получим такие последовательности 
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C  S  R T  и T  R  S C . В итоге (вспомним закон транзитив-

ности) получаем окончательный результат: C T  и T C .  
Следует отметить, что наши манипуляции со стрелками можно вы-

разить с помощью математики, для этого понадобятся новые для нас ма-
тематические понятия: графы и частично упорядоченные множества. 
Они пригодятся при решении более сложных задач. 

Для закрепления полученных знаний полезно решить самостоя-
тельно еще одну задачу, взятую из книги Л. Кэрролла. 

Даны посылки: 
1) Все члены палаты общин находятся в здравом рассудке. 
2) Все, кто носит титул пэра, никогда не принимают участия в 

скачках на мулах. 
3) Все члены палаты лордов носят титул пэра. 
Что из этого следует? Какими свойствами обладают те, кто прини-

мает участие в скачках на мулах? 
Указание: рекомендуется ограничить универсум членами парла-

мента и учесть, что парламент состоит только из двух палат (это, в част-
ности, означает, что множество членов палаты лордов есть дополнение 
множества членов палаты общин).  

Получение всех возможных следствий не является завершающим 
этапом анализа. Нам еще предстоит освоить методы, которые позволяют 
определить, корректна ли наша система и содержит ли она неопределен-
ности. Эти методы, кстати, в силлогистике не предусмотрены. 

Использование алгебры множеств (точнее, E-структур) при моде-
лировании позволяет выявить и другие недостатки традиционной силло-
гистики. Например, в силлогистике нельзя использовать в качестве субъ-
ектов отрицательные литералы, в некоторых случаях при изменении по-
рядка посылок получаются разные заключения – по современным пред-
ставлениям это грубая ошибка. Те, кто знаком с правилами силлогистики, 
могут проверить следующий пример. Даны два суждения: 

1) Все рептилии животные. 
2) Все крокодилы рептилии. 
Заключением этой пары суждений является суждение «Все кроко-

дилы животные». Если переставить посылки, то по правилам силлоги-
стики заключением будет «Некоторые животные крокодилы», но никак 
не «Все крокодилы животные». 
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5. Графы и частично упорядоченные множества 
Обе структуры, указанные в названии раздела, объединяет то, что 

они относятся к бинарным отношениям. А как понимается математиче-
ское отношение вообще? Наглядно любое отношение можно отобразить 
таблицей с произвольным числом строк и колонок. Более строгое опре-
деление отношения будет приведено далее. Если в таблице только две 
колонки, она представляет бинарное отношение.  

Пусть задано множество каких-то объектов, и из них по опреде-
ленному принципу формируются пары. Например, дано некоторое мно-
жество людей, а пары в нем выбираются так: первый элемент пары – не-
кий человек, а второй – один из его родителей. Пример приведен в таб-
лице 

 
Дети Родители 
Иван Мария 
Глеб Степан 

Дарья Мария 
Глеб Мария 

 
Ясно, что один и тот же человек может присутствовать в двух и 

более парах, например, когда у него двое, трое или более детей. Напри-
мер, три пары в этом отношении (Иван, Мария), (Дарья, Мария), (Глеб, 
Мария) означают, что Иван, Дарья и Глеб – дети Марии (в отличие от 
множеств из нескольких элементов пары в бинарных отношениях огра-
ничены не фигурными, а круглыми скобками). Математический пример 
бинарного отношения – пары, составленные из некоторого множества 
чисел, причем первое число в каждой паре меньше второго. Это пример 
бинарного отношения «меньше». Другой пример: задана некоторая сис-
тема множеств, а бинарное отношение в этой системе формируется из 
пар множеств по принципу: первое множество включено во второе мно-
жество – это бинарное отношение «включение множеств».  

5.1. Графы 

Существует много типов бинарных отношений с разными свойст-
вами. Самый общий из них – граф. Это произвольное бинарное отноше-
ние, отличающееся непривычной терминологией: элементы множества, 
из которого формируются пары, называются вершинами, а сами пары, в 
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зависимости от их свойств, носят названия ребра или дуги. В графе могут 
присутствовать вершины, не связанные дугами с другими вершинами – 
они называются изолированными вершинами. Графы обычно изобра-
жаются не в виде таблицы с двумя колонками (каждая строка такой таб-
лицы представляет пару элементов – вершин), а с помощью схемы. 

Рассмотрим пример. Пусть задано множество вершин  
V = {a, b, c, d, e},  

из которого сформировано некоторое множество пар  
E = {(a, b), (a, c), (b, d), (c, a), (c, e)}. 
Множество пар E, сформированное из множества вершин V, – 

пример бинарного отношения. Преобразуем это бинарное отношение в 
схему. Для этого изобразим на листе бумаги все его вершины произволь-
ным образом и соединим вершины линиями со стрелками так, чтобы ка-
ждая стрелка выходила из первого элемента пары и входила во второй 
элемент пары (см. рис. 10). Причем, если некоторая пара вершин соеди-
няется стрелкой в одну и в другую сторону, то вместо линий со стрелка-
ми рисуют линию без стрелок (для нашего примера это пары (a, c) и (c, 
a)). Дугами в графе будут соединительные линии со стрелками в одну 
сторону, а ребрами – соединения без стрелок или со стрелками, направ-
ленными в обе стороны. Можно считать, что каждое ребро содержат пару 
разнонаправленных дуг. 

 
Рис. 10 

Каждая дуга графа определяется начальной и конечной вершина-
ми. Граф, у которого все связи представлены только ребрами, называется 
неориентированным графом (или просто графом). Граф, у которого от-
сутствуют ребра, называется ориентированным графом, а граф, имею-
щий и ребра, и дуги – смешанным.  

Если, используя изображение произвольного графа, двигаться от 
вершины к вершине в соответствии с направлением дуг (при этом по 
ребру можно передвигаться в любую сторону), то последовательность 
вершин, отмечаемых по мере такого «обхода», называется путем в дан-
ном графе. К примеру, для графа G на рис. 10 существуют следующие 
пути: (a, b, d); (c, e); (a, c, a, b) и т. д. Пути можно записывать, используя 
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стрелки, например, a  b  d. При этом возможны графы, содержащие 
самопересекающиеся пути, т. е. повторяющиеся вершины и дуги в неко-
торых путях.  

Циклом в графе называется путь, в котором начальная и конечная 
вершина совпадают.  

Например, в графе на рис. 10 имеется один цикл, обусловленный 
тем, что в нем есть ребро (a, c). Поэтому циклу соответствует путь 
(a, c, a). Если в данный граф добавить еще одну дугу (d, a), то появится 
еще один цикл: (d, a, b, d). По сути, цикл – это путь без начала и конца, 
поскольку, «путешествуя» по нему, можно «крутиться» бесконечно. 

Одно из основных понятий в теории графов – достижимость. 
Вершина y графа G называется достижимой из вершины x, если в G су-
ществует путь из вершины x в вершину y. Часто бывает необходимо оп-
ределить для каждой вершины графа G множество всех достижимых из 
нее вершин. Например, для вершины a в графе на рис. 10 достижимы все 
вершины этого графа (в том числе и сама вершина a), в то время как из 
вершины b достижима только одна вершина – d, а для вершины e в дан-
ном графе вообще нет достижимых вершин. 

Любое бинарное отношение можно представить как граф, в кото-
ром сформулированы определенные закономерности или ограничения. 
Эти закономерности и ограничения определяют тип (или класс) бинарно-
го отношения. 

5.2. Частично упорядоченные множества 

Частично упорядоченное множество – один из типов бинарного 
отношения. Отношение частичного порядка относится к фундаменталь-
ным общематематическим понятиям и широко используется в теоретиче-
ской математике, в системах логического вывода и во многих других 
приложениях. Оно обобщает такие широко известные бинарные отноше-
ния, как «меньше или равно» () для чисел и «включено или равно» () 
для множеств. Обозначение «» в математической литературе часто ис-
пользуется для обозначения не только отношения «меньше или равно» 
для чисел, но и для произвольного отношения частичного порядка. Фор-
мально отношение частичного порядка определяется как заданное на 
множестве X бинарное отношение со следующими свойствами: 

1) рефлексивности: a  a для любого a  X; 
2) транзитивности: если a  b и b  c, то a  c; 
3) антисимметричности: из a  b и b  a следует a = b, 
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где a, b и c – произвольные элементы частично упорядоченного множест-
ва X. 

Среди всех отношений частичного порядка наиболее прост по 
структуре линейный порядок, когда для любого множества из двух эле-
ментов {a, b} определено либо a  b, либо b  a. Примеры линейного по-
рядка: множества чисел, упорядоченных по величине, и множества слов, 
расположенных в лексикографическом порядке. Их можно по заданному 
порядку сформировать в виде одной последовательности без разветвле-
ний. Например, 2 < 5 < 12 < 19. При линейном порядке все элементы час-
тично упорядоченного множества можно выстроить в одну цепочку по 
заданному отношению (например, слова в словарях). 

В то же время существует немало множеств с отношением частич-
ного порядка, среди которых имеются пары элементов, не связанные 
этим отношением. К таким множествам, в частности, относятся системы 
множеств, сравниваемых по включению. Например, если заданы три 
множества 

P = {a, b, c}; Q = {b, d}; R = {a, b, c, d}, 
то для них линейный порядок установить невозможно, так как множества 
P и Q несравнимы – ни одно из них не включено в другое. В то же время, 
если множество Q в этой совокупности заменить на множество 
Q1 = {b, c}, получим линейный порядок 
 Q1  P  R или {b, c}  {a, b, c}  {a, b, c, d}. 

Еще одно широко известное отношение частичного порядка – это 
порядок по делимости. Предположим, задано некоторое множество по-
ложительных целых чисел (например, D = {1, 2, 3. 4, 6, 12}. Тогда будем 
считать, что для двух чисел x и y верно x  y, если и только если число y 
делится без остатка на число x.  

Для заданного множества D порядок по делимости верен для пар 
(1, 2); (2, 4); (3, 6) и т. д., Но для некоторых пар (например, (4, 6)) такой 
порядок не соблюдается, так как число 6 не делится без остатка на число 
4. Нетрудно убедиться, что отношение порядка по делимости полностью 
соответствует свойствам частично упорядоченных множеств (рефлексив-
ности, транзитивности и антисимметричности). 

В математике известно немало структур, имеющих свойства час-
тичного порядка. Рассмотрим некоторые общие характеристики отноше-
ний частичного порядка. Далее в целях сокращения будем использовать 
вместо термина «частично упорядоченное множество» термин 
у-множество. 
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Любое у-множество можно представить как ориентированный 
граф, в котором дуга a  b между парой элементов означает a  b. Одна-
ко не любой ориентированный граф отображает у-множество. Чтобы 
ориентированный граф представлял правильное у-множество, необходи-
мо и достаточно, чтобы в нем не было циклов.  

В математической литературе у-множества по традиции изобра-
жаются в виде неориентированных графов (рис. 11), причем подразуме-
вается, что предшествующие («меньшие») элементы расположены ниже 
последующих. Поэтому, если в этих схемах правильно заменить ребра на 
дуги, все дуги окажутся направлены снизу вверх. 

На этих рисунках показаны не все связи между элементами: те, ко-
торые следуют из свойства транзитивности (например, связь p  s на 
каждом из рисунков), в них отсутствуют. Такое сокращенное представле-
ние у-множеств без транзитивных связей называется диаграммой Хассе.  

 
Рис. 11 

В дальнейшем будем изображать частично упорядоченные множе-
ства не так, как это принято в математических работах по алгебре (см. 
рис. 11), а в виде ориентированных графов. Определим наименьший и 
наибольший элементы у-множеств. 

Наименьшим элементом у-множества M (если он существует) на-
зывается элемент y такой, что y  a для любого элемента a  M.  

Наибольшим элементом у-множества M (если он существует) на-
зывается элемент y такой, что a  y для любого элемента a  M. 

Например, в у-множестве, изображенном на рис. 11b, нет ни наи-
большего, ни наименьшего элементов, наименьший элемент (p) имеется в 
у-множествах на рис. 11a, 11c, 11d, а наибольший элемент имеется толь-
ко в у-множествах, показанных на рис. 11a, 11c.  

Если в качестве отношения частичного порядка выбрать отноше-
ние включения, то в нем наименьшим элементом будет пустое множество 
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() (оно включено в любое множество), а наибольшим – универсум (в 
него включено любое множество системы).  

Рассмотрим два очень важных понятия теории у-множеств, кото-
рые позволяют существенно облегчить решение некоторых задач анализа 
рассуждений. Это верхние и нижние конусы. Пусть A – произвольное 
подмножество у-множества M (т. е. A  M). Тогда для множества A мож-
но вычислить верхний ( A ) и нижний ( A ) конусы (они могут оказаться 
пустыми множествами). 

Обычно в алгебре принято сразу определять верхние и нижние ко-
нусы для множеств, но здесь для лучшего понимания рассмотрим сначала 
верхние и нижние конусы для одного элемента у-множества. Пусть mi – 
элемент у-множества M. 

Определение 8. Верхний конус элемента mi – это множество mi
 

элементов из M, в которое входит сам элемент mi и все элементы, дости-
жимые из mi. 

Определение 9. Нижний конус элемента mi – это множество mi
 

элементов из M, в которое входит сам элемент mi и все элементы, из ко-
торых достижимо mi. 

Например, на у-множестве чисел M = {2, 4, 5, 7} нижний конус 
числа 4 есть множество {2, 4}, а верхний – {4, 5, 7}. Если рассмотреть 
у-множество, показанное на рис. 11b, то  

r = {p, q, r} и r  = {r, s, t, u}. 
Рассмотрим более сложное понятие. Пусть необходимо определить 

верхний конус не для элемента, а для некоторого подмножества A 
у-множества M, при этом A содержит более одного элемента. Обозначим 
ak элементы множества A. 

Определение 10. Верхним конусом A  множества A называется 
множество всех элементов mi, принадлежащих множеству M и обладаю-
щих следующим свойством: любой элемент ak из множества A будет 
меньше или равен () mi.  

Например, верхним конусом множества {q, r} для у-множества на 
рис. 11c будет множество {t} (элемент s не входит в верхний конус, по-
тому что несравним с элементом q). Возможны случаи, когда верхний 
конус некоторого множества равен пустому множеству. Так, для рис. 11d 
верхний конус {s, t} = . 

Аналогично определяется нижний конус множества. 
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Определение 11. Нижним конусом A  множества A называется 
множество всех элементов mi, принадлежащих у-множеству M и обла-
дающих следующим свойством: любой элемент ak из множества A боль-
ше или равен () mi.  

Например, нижним конусом множества {q, r} для у-множества на 
рис. 11c будет множество {p}. 

При большом числе элементов у-множества M выбирать элементы 
верхнего и нижнего конусов множества элементов намного сложнее, чем 
для верхних или нижних конусов элементов. С целью облегчения таких 
вычислений предлагается следующая теорема.   

Теорема 1. Пусть в произвольном у-множестве M выбрано некото-
рое подмножество A = {a1, a2, … an} его элементов. Тогда 

(i) A = 
1a  

2a ... 
na ; 

(ii) A= 
1a  

2a ... 
na . 

Доказательство. Пусть mi – произвольный элемент множества A. 
Чтобы для каждого ak (ak  A) соблюдалось условие ak  mi, необходимо 
и достаточно, чтобы элемент mi содержался в верхнем конусе каждого из 
элементов множества A. А это означает, что элемент mi содержится в пе-
ресечении 

1a  
2a ... 

na  верхних конусов всех этих элементов. Анало-

гично, если mi – произвольный элемент множества A, то для каждого ak 
(ak  A) соблюдается условие mi  ak, а значит, элемент mi содержится в 
нижнем конусе каждого из элементов множества A. Следовательно, все 
элементы множества A должны находиться в пересечении 


1a  

2a ... 
na  нижних конусов. Конец доказательства. 

Для лучшего понимания соотношений, связанных с конусами, рас-
смотрим граф, изображающий диаграмму Хассе некоторого у-множества 
(рис. 12). 

 
Рис. 12 

По этому рисунку можно, используя свойство достижимости, легко 
вычислить верхние и нижние конусы любых элементов. Например,  
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R = {R, G, F, Q} (элемент R содержится в верхнем конусе по опре-
делению, а остальные элементы введены как достижимые из R);  

M = {M, N, G, F, Q}; D = {D}; C = {C, D};  
D = {D, C, A} (элемент D содержится в нижнем конусе по опреде-

лению, а элементы C и A введены в нижний конус, поскольку из них дос-
тижим элемент D);  

R = {R, A}; M = {M}; C = {C, A}, G = {G, M, R, A}. 
Зная верхние или нижние конусы элементов, по Теореме 1 легко 

вычислить соответственно верхние и нижние конусы для множеств, со-
стоящих их этих элементов. Например, 

{R, M} = R  M = {R, G, F, Q}  {M, N, G, F, Q} = {G, F, Q}; 
{R, C} = R  C = {R, G, F, Q}  {C, D} =  (посмотрев на 

рис. 12, можно убедиться, что в графе нет ни одной вершины, которая 
достижима как из R, так и из C); 

{R, M} = R  M = {R, A}  {M} = ; 
{R, C} = R  C = {R, A}  {C, A} = {A}. 
Рассмотрим еще одно соотношение, связанное с конусами. 
Теорема 2. Пусть r и q – различные элементы у-множества, причем 

r  q. Тогда для верхних и нижних конусов этих элементов соблюдаются 
соотношения q  r  и r  q . 

Доказательство. Данные соотношения следуют из определений 
верхних и нижних конусов. Если r  q, то q содержится в r  и, следова-
тельно, все элементы из q  также содержатся в r . В нижних конусах 

наоборот: если r  q, то r содержится в q  и, значит, все элементы из r  

также содержатся в q . Конец доказательства. 

Например, для у-множества, изображенного на рис. 12, элементы A 
и G – сравнимы, т. е. A  G (элемент A предшествует элементу G). По-
строим верхние и нижние конусы этих элементов: 

A = {A, C, D, R, G, F, Q}; G = {G, F, Q}; A = {A};  
G = {G, R, A, M}. 
Сравнивая эти конусы по включению, получим, что в соответствии 

с Теоремой 2 соблюдаются следующие соотношения: G  A и A  G. 
Если же выбрать для анализа пару элементов, для которых отношение  
не имеет места (например, элементы Q и N на рис. 12), то окажется, что 
для них соотношения из Теоремы 2 неверны. 
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Для анализа E-структур очень важны еще два понятия – минималь-
ные и максимальные элементы, существенно отличающиеся от наимень-
шего и наибольшего элементов, определенных выше.  

Начнем с минимальных элементов. Как мы уже знаем, если в 
структуре существует наименьший элемент, то он меньше любого друго-
го элемента этого у-множества. Но если наименьшего элемента нет, то в 
у-множестве могут существовать элементы, которым ни один элемент не 
предшествует. Например, в у-множестве на рис. 12 к таким относятся 
элементы A и M. Ясно, что каждый из них не наименьший, хотя бы пото-
му, что нет ответа, например, на вопрос: элемент M меньше, чем A, R, C 
или D? Такие элементы в у-множествах называют атомами (или мини-
мальными элементами).  

Аналогично определяются коатомы (или максимальные элемен-
ты). Если в структуре отсутствует наибольший элемент, эту роль выпол-
няют элементы, больше которых в структуре не существует. В 
у-множестве на рис. 12 максимальных элементов уже четыре: D, F, Q и N. 

Для удобства можно считать, что в у-множествах с наименьшими 
элементами минимальны элементы, непосредственно следующие за наи-
меньшими элементами, а в у-множествах с наибольшими элементами 
максимальные – те, которые непосредственно предшествуют наиболь-
шим элементам. Например, в E-структурах обязательно существование 
наименьшего () и наибольшего (U) элементов. Однако их присутствие в 
процессе решения не играет никакой роли, только значительно увеличи-
вает число возможных связей, в то время как максимальные и минималь-
ные элементы важны для анализа. С учетом того, что в схемах E-структур 
наибольший и наименьший элементы не показываются, можно дать сле-
дующие определения  

Минимальные элементы E-структуры – это элементы, в которые 
не входит ни одна дуга.  

Максимальные элементы E-структуры – это элементы, из кото-
рых не исходит ни одна дуга.  

6. Коллизии в рассуждениях 
Из предыдущего раздела следует, что E-структуры являются одним 

из вариантов частично упорядоченных множеств. В математике известны 
другие типы у-множеств, например, решетки, у которых не всегда суще-
ствуют наибольший и наименьший элементы.  
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Анализ логических ошибок с помощью E-структур основан на том, 
что в них допускаются все возможные сочетания суждений. При этом из 
исходных посылок получаются некоторые совокупности следствий. Сре-
ди них могут оказаться и такие, которые говорят о том, что в посылках 
содержатся какие-то некорректности. Эти некорректности мы будем на-
зывать коллизиями. 

Определение 12. Коллизиями E-структуры называются следую-
щие ситуации, появляющиеся при выводе всех следствий: 

коллизия парадокса: появление в следствиях по крайней мере од-

ного из суждений типа X  X  или X  X; 
коллизия цикла: появление в графе следствий по крайней мере од-

ного цикла. 
Вспомним, что циклом в графе называется путь, который начина-

ется и заканчивается одной и той же вершиной. Но сначала рассмотрим 
коллизию парадокса. 

6.1. Коллизия парадокса 

Что означает отношение X  X  в алгебре множеств (например, 
«Все мои друзья – не мои друзья»)? Вспомним закон непротиворечия: 

X  X  = . Из него явно следует, что отношение X  X  справедливо 
только в единственном случае, когда множество X пусто. А из другого 

закона (во втором разделе он идет под номером 4) следует, что X  в этом 
случае должно быть равно универсуму. С точки зрения алгебры мно-
жеств такую ситуацию нельзя назвать катастрофической, но в обычном 
рассуждении это может означать, что некоторый объект X, в существова-
нии которого мы изначально не сомневались, оказывается несуществую-
щим. Например, из суждения «Все мои друзья – не мои друзья» следует, 
что друзей у меня нет. 

Простейший случай коллизии парадокса возникает, когда в одной 
E-структуре соединены два контрарных суждения, например, A  B и 

A  B . Посмотрим, что получится, если построить для этой пары сужде-
ний E-структуру (рис. 13). Примером такой контрарной пары могут быть, 
в частности, такие суждения: «Все жирафы живут в Африке» и «Все жи-
рафы не живут в Африке». Если построить контрапозиции исходных по-

сылок, увидим, что между литералами A и A  появились два пути, кото-

рые приводят к следствию A  A  (рис. 14). Содержательно такое сужде-
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ние говорит о том, что все жирафы не являются жирафами. Причем по-

лучить это следствие можно двумя путями: A  B  A  и A  B   A . 

    
Рис. 13    Рис. 14 

Другой простой случай коллизии парадокса для пары разных лите-
ралов и их отрицаний получим, если соединить в одной E-структуре два 

суждения B  A и A B. Сделав аналогичные построения, придем к 

другой коллизии парадокса A A. Здесь пустым оказывается базовый 

литерал A , а универсумом – литерал A. 
Попробуем смоделировать коллизию парадокса в Примере 6 (нача-

ло раздела 4). Добавим в число посылок суждение S T  («Все разумные 
люди не укрощают крокодилов»). Может быть, для кого-то это суждение 
само по себе не кажется парадоксальным, но в нашей системе оно вызы-
вает катастрофу. Если не полениться и построить все следствия для но-

вой системы, убедимся, что в ней появилась коллизия парадокса T T  
(на схеме она представлена вертикальной стрелкой). Если считать пра-

вильным суждение S T  и заодно все остальные посылки нашего при-
мера, то придется признать, что людей, укрощающих крокодилов, не су-
ществует. 

Но коллизия парадокса не всегда означает катастрофу. Иногда ее 
появление позволяет распознать в рассуждении явно лишние термины. В 
качестве примера такого рассуждения возьмем сорит Л. Кэрролла о пар-
ламенте, который был приведен в конце предыдущего раздела в качестве 
самостоятельного упражнения. Те, кто справился с этой задачей, навер-
ное, смогли убедиться, что в ней отсутствуют коллизии, но некоторые 
следствия кажутся несколько странными для членов парламента (напри-
мер, «Все, кто не в здравом рассудке, являются членами палаты лордов» 
или «Все, кто принимает участие в скачках на мулах, являются членами 
палаты общин»). 

Предположим, что некто решил с помощью хитроумных тестов 
проверить умственные способности всех членов палаты лордов и в ре-
зультате исследований получил следующий результат: «Все члены пала-
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ты лордов находятся в здравом рассудке». Этот результат имеет форму 
суждения (кстати, многие факты также можно выразить в форме сужде-
ний), и его можно ввести в качестве дополнительной посылки в нашу 
систему. 

Нетрудно убедиться, что в результате такого нововведения появля-
ется коллизия парадокса: «Все, кто не в здравом рассудке, находятся в 
здравом рассудке». Значит, в нашем универсуме (т. е. среди членов пар-
ламента) нет тех, кто не в здравом рассудке, и можно исключить из рас-
смотрения термин «те, кто не в здравом рассудке», а заодно альтернатив-
ный ему термин «те, кто в здравом рассудке». Вместе с этим изъятием 
(или элиминацией) нужно исключить все связи, соединяющие эти терми-
ны с другими. 

Удаление термина из рассуждения из-за коллизии парадокса не оз-
начает, что он исчезает бесследно. Просто один из терминов (в нашем 
примере – термин «те, кто в здравом рассудке») становится необходимым 
свойством всего универсума. 

Рассмотрим еще один пример, с помощью которого можно пока-
зать явное неравенство друг другу суждения и обратного ему. Если дано 
некоторое суждение, то обратным называется суждение, в котором пра-
вая и левая части переставлены. Например, суждением, обратным сужде-
нию A  B, будет суждение B  A. 

Пример 7. Даны посылки: 
Все мои друзья хвастуны и не скандалисты; 
Все, кто хвастается, не уверен в себе. 
А теперь предположим, что имеются две гипотезы, которые необ-

ходимо проверить на совместимость с исходными посылками: 
Г1: Все уверенные в себе не скандалисты; 
Г2: Все, кто не скандалит, уверены в себе. 
Ясно, что обе гипотезы содержат одни и те же термины, но каждая 

из них обратна по отношению к другой. Сначала запишем исходные суж-
дения в математической форме, для чего введем следующие обозначения: 
D – мои друзья, H – хвастуны, S – скандалисты, Y – уверенные в себе. 
Тогда получим: 

D  (H, S ); 

H Y . 

Строим граф (рис. 15), учитывая, что суждения типа D  (H, S ), в 
которых один субъект и несколько предикатов, на графе надо отображать 
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в виде нескольких дуг, направленных от субъекта к каждому из предика-
тов суждения. Затем для каждого элементарного суждения (т. е. сужде-
ния, представленного на графе только одной дугой) строим следствие по 
правилу контрапозиции (рис. 16). Нетрудно убедиться, что в данном рас-
суждении коллизии отсутствуют.  

   
Рис. 15     Рис. 16 

Попробуйте теперь самостоятельно поочередно проверить на со-
вместимость каждую из заданных гипотез. Для этого надо построить две 
системы рассуждений, в одной из которых в состав исходных посылок 
добавлена гипотеза Г1, а в другой – гипотеза Г2. Окажется, что гипотеза 

Г1 (Y  S ) не приводит ни к каким коллизиям, в то время как гипотеза 

Г2 ( S  Y) после соответствующих построений ведет к противоречию: 

одно из ее следствий – суждение D  D  («Все мои друзья – не мои дру-
зья»). Поскольку есть основание предполагать, что множество «моих 
друзей» не пусто, то мы принимаем первую гипотезу и отвергаем вторую. 

Оказывается, предложенные методы анализа рассуждений приме-
нимы не только для терминов, которые обозначают какие-либо конечные 
перечисляемые множества, но и для терминов, представляющих беско-
нечные множества с заданными свойствами. Рассмотрим бесконечные 
множества положительных целых чисел со свойствами делимости. Среди 
них: множества четных чисел, нечетных чисел, чисел, кратных трем, се-
ми и т. д. Ясно, что каждое из этих множеств потенциально бесконечно. 
Обозначим их соответственно N2 (четные числа), N3 (кратные трем), N5 
(кратные пяти), N7 (кратные семи). Существуют и дополнения этих мно-

жеств, которые тоже потенциально бесконечны: 2N  (нечетные числа), 

3N  (не делящиеся на три), 5N  (не делящиеся на пять), 7N (не делящиеся 

на семь). 
Пример 8. Пусть имеется некоторое, возможно, бесконечное, мно-

жество положительных целых чисел, в котором соблюдаются следующие 
соотношения: 
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N2  (N3  5N ) (все четные числа делятся на 3 и не делятся на 5); 

N3  7N (все числа, кратные 3, не делятся на 7); 

5N  N7 (все числа не делящиеся на 5, кратны 7). 

Спрашивается, есть ли в этом множестве четные числа?  
Чтобы ответить на вопрос задачи, выполним уже знакомые нам по-

строения. Соотношения включения обозначим, используя стрелки (на-

пример, вместо N2  (N3  5N ) запишем N2  (N3, 5N )), и построим граф 

исходных посылок (рис. 17), а затем для каждого элементарного сужде-
ния изобразим его контрапозицию (рис. 18, новые следствия показаны 
штриховыми стрелками). 

   
Рис. 17     Рис. 18 

Выберем минимальный литерал (т. е. тот, в который не входит ни 
одна дуга). Им оказался литерал N2 (четные числа), т. е. тот, который нам 
и нужен для ответа на вопрос задачи. Построим из этого литерала воз-
можные пути: 

1-й путь: N2  N3  7N  N5  2N ; 

2-й путь: N2  5N  N7   3N  2N . 

В обоих случаях получена коллизия парадокса N2  2N , из чего 

следует, что при данных условиях задачи четных чисел в этом множестве 
не должно быть. 

Распознавать коллизию парадокса в E-структурах непосредственно 
по схеме далеко не всегда удобно, особенно когда в структуре много ли-
тералов. Если использовать верхние конусы, то можно сформулировать 
необходимое и достаточное условие существования этой коллизии. Для 
этого выполняем следующие действия: 

1) выбрать верхние конусы всех минимальных элементов струк-
туры (верхние конусы минимальных элементов называются 
максимальными верхними конусами); 
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2) в каждом из выбранных конусов проверить наличие пар аль-

тернативных литералов (например, A и A ). 
3) использовать следующий критерий распознавания коллизии 

парадокса: если хотя бы в одном из максимальных верхних ко-
нусов встречается пара альтернативных литералов, то в 
структуре имеется коллизия парадокса, в противном случае 
коллизия парадокса отсутствует. 

Например, в E-структуре из Примера 8 существует только один 
минимальный элемент (N2), следовательно, имеется только один макси-
мальный верхний конус  

N2
 = { N2, N3,  N5, N7, 2N , 3N , 5N , 7N }, 

в котором содержится 4 пары альтернативных литералов. Это говорит о 
том, что в структуре имеется коллизия парадокса. 

6.2. Коллизия цикла 

Перейдем к рассмотрению другой коллизии – коллизии цикла. Рас-
смотрим сначала простой цикл между двумя литералами: A  B  A. 
Если сопоставить его с отношением включения между множествами, то 
окажется, что его наличие означает справедливость двух отношений 
включения A  B и B  A. А из этого следует равенство множеств A и B 
друг другу. Соответственно, литералы, которые обозначают эти множе-
ства, имеют одно и то же содержание. Рассмотрим следующий пример. 

Пример 9. Пусть заданы три посылки: 
1) Все, что существует, подтверждается экспериментом. 
2) Все неизвестное не подтверждается экспериментом. 
3) Все известное существует. 
Попробуем принять эти три посылки как аксиомы и построим для 

них E-структуру. Пусть E – все, что существует, C – все, что подтвержда-

ется экспериментом, K – все, что известно. Соответственно, E  обознача-

ет то, что не существует, C  – то, что не подтверждается экспериментом, 

K  – то, что неизвестно. Теперь представим заданные посылки в виде 
формальных суждений: 

E  C; 

K C ; 
K  E. 
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Если построить граф задачи и применить к посылкам правило кон-
трапозиции, то на рисунке четко обозначатся два цикла: E  C  K  E и 

E  K C  E . 
Из законов алгебры множеств следует (строгое доказательство это-

го утверждения мы опустим), что для любой последовательности вклю-
чений множеств, образующих цикл типа A  B  C  …  A, справедли-
во равенство всех множеств, содержащихся в цикле. В нашем примере 
это означает, что все существующие, подтвержденные в эксперименте и 
известные явления полностью совпадают друг с другом. Если взять дру-
гой полученный в этой задаче цикл, то окажется, что все неизвестные, 
несуществующие и не подтвержденные в эксперименте явления также 
эквивалентны друг другу («если я этого не знаю, то это то же самое, что 
оно не существует»). 

В традиционной логике такая ситуация определяется как логиче-
ская ошибка «круг в обосновании» (или «порочный круг»). Как тут не 
вспомнить крылатую фразу из рассказа Чехова: «Этого не может быть, 
потому что этого не может быть никогда»! Или менее известное в России 
шуточное высказывание Л. Кэрролла: «Как хорошо, что я не люблю 
спаржу, – сказала маленькая девочка своему заботливому другу, – ведь 
если бы я ее любила, то мне пришлось бы ее есть, а я ее терпеть не могу». 
Все это примеры «порочного круга». 

В то же время приведенный Пример 9 трудно отнести к разряду 
удачных шуток. Скорее всего, это образец демагогии. 

Однако коллизия цикла в E-структуре, так же, как и коллизия па-
радокса, не всегда означает ошибку в рассуждении. Здесь многое зависит 
от конкретных случаев. Рассмотрим пример, где коллизия цикла позволя-
ет уточнить свойства объектов рассуждения. 

Пусть известно, что система содержит какие-то объекты со свойст-
вами E, C и K, и для каждого из этих свойств существует его альтернати-

ва: E , C , K . Например, известно, что в закрытом ящике содержатся 
предметы с различным сочетанием следующих свойств: они могут быть 

деревянными (E) либо пластмассовыми ( E ); иметь форму шара (C) либо 

куба ( C ); быть красного (K) либо зеленого ( K ) цвета. Нам не известно 
число предметов (их может быть сколь угодно много), но известны неко-
торые соотношения, представимые в форме суждений. Примеры таких 
соотношений: 

Все деревянные предметы имеют форму куба (E C ); 
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Все предметы зеленого цвета – шары ( K  C); 
Все предметы красного цвета – деревянные (K  E). 
Требуется определить, какие сочетания свойств невозможны для 

предметов, находящихся в этом ящике. Нарисуем схему исходных суж-
дений (рис. 19) и добавим их контрапозиции (рис. 20). 

   
Рис. 19    Рис. 20 

На рис. 20 отчетливо видны два цикла: E C  K  E и 

E  K  C  E . Значит, свойства E, C , K присущи одному и тому же 
множеству и не присущи по отдельности другим множествам нашей сис-

темы. То же самое можно сказать и относительно свойств E , K , C. Из 
этого следует, что в ящике могут находиться только деревянные красные 
кубы и пластмассовые зеленые шары, а все остальные сочетания свойств 
(их оказывается 6) исключаются. Например, в ящике не должно быть де-
ревянных предметов зеленого цвета. 

Анализ коллизий позволяет разделить все типы E-структур на два 
класса: корректные и некорректные E-структуры. Закрепим эту класси-
фикацию с помощью строгих определений. 

Определение 13. E-структура корректна, если в ней не содержит-
ся никаких коллизий, в противном случае она называется некорректной. 

Определение 14. Некорректная E-структура называется парадок-
сальной, если в ней содержится коллизия парадокса, и непарадоксаль-
ной в противном случае. 

В заключение этого раздела рассмотрим еще одну коллизию, кото-
рую мы специально не выделили в начале потому, что она по своему ста-
тусу отличается от коллизий парадокса и цикла. Рассмотренные ранее 
коллизии можно считать чисто формальными коллизиями, так как они 
выявляются только с помощью вычислений. Представим теперь ситуа-
цию, когда из исходных посылок выведены какие-то следствия, и оказа-
лось, что коллизии отсутствуют. Надо бы радоваться, но мы вдруг поче-
му-то решили проверить, насколько наши следствия соответствуют дей-
ствительности. И вполне возможно, что в следствиях содержатся сведе-
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ния, которые вступают в конфликт с имеющимися знаниями. Если есть 
строгие основания считать эти знания истинными, для такой E-структуры 
можно установить еще один тип коллизии, который мы назовем коллизи-
ей неадекватности. 

Примеры коллизий неадекватности нередко встречаются в процес-
се исторического развития научного знания. На определенном историче-
ском этапе в научной картине мира имеется некоторая теория, с помо-
щью которой объясняются многие известные факты или результаты экс-
периментов. Но наука не стоит на месте: появляются новые факты, мно-
гие из которых соответствуют существующей теории (т. е. являются 
следствиями ее исходных положений). Вместе с тем иногда появляются 
факты (или экспериментальные данные), противоречащие следствиям 
существующей теории. Такие противоречия мы и назвали коллизией не-
адекватности. И тогда в науке наступает этап споров и дискуссий, кото-
рый предшествует рождению новой теории. Таким образом, коллизию 
неадекватности можно считать инициатором новых научных открытий. 

7. Частные суждения 
Ранее мы рассматривали примеры с суждениями, в которых для 

субъекта явно использовался термин «все» или его присутствие подразу-
мевалось. Даже если в качестве субъекта использовался единичный объ-
ект (например, «Онегин» или «Сократ»), то все равно в суждении он рас-
сматривался как целое неразделимое множество, содержащее единствен-
ный элемент и полностью включенное во множества, играющие в этом 
суждении роль предикатов. Далее мы изучим ситуации, когда в суждени-
ях к субъекту применен термин «некоторые», т. е. когда используются 
частные суждения. В силлогистике они нередко входят в состав посылок 
или выводятся в качестве заключения. 

В логике термины «все» и «некоторые» играют особую роль. Они 
называются кванторами, и для них даже введены специальные обще-
принятые знаки:  (все – от английского слова All) и  (некоторые, суще-
ствует – от английского слова Exist). В E-структурах отдельные символы 
для кванторов не используются. Для литералов обычных суждений пред-
полагается, что на них «навешен» квантор «все» (например, A  B пере-
водится как «Все A есть B»), а для квантора «некоторые» предлагается 
использовать специальный вид суждений – частные суждения. По 
смыслу частное суждение – это суждение, в котором утверждается или 
проверяется существование некоторого (как правило, безымянного) мно-
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жества с определенным набором свойств (предикатов). Причем имя этого 
множества отсутствует в списке литералов структуры, и тогда для его 
обозначения мы должны использовать новый литерал. А чтобы отличить 
его от основных (базовых) литералов, будем называть его неопределен-
ным литералом.  

В силлогистике Аристотеля используется всего два типа частных 
суждений, это частноутвердительное суждение «Некоторые A есть B» 
и частноотрицательное суждение «Некоторые A не есть B». В таких 
суждениях, выраженных на естественном языке, смысловой акцент пере-
носится на первый термин (A), хотя на самом деле очевидно, что они 
описывают случаи, когда пересечение множеств, обозначенных термина-

ми A и B (в первом суждении) или A и B  (во втором суждении), непусто. 
Поэтому суждение «Некоторые A есть B» равносильно суждению «Неко-
торые B есть A», а суждение «Некоторые A не есть B» – суждению «Неко-
торые не-B есть A». Данная особенность частных суждений была в свое 
время отмечена Льюисом Кэрроллом [8]. Она легко обосновывается, если 
проанализировать частные суждения с помощью Жергонновых отноше-
ний (см. раздел 2). 

Чтобы отличить базовые литералы от неопределенных, будем обо-
значать последние буквами греческого алфавита. Например, суждение 
«Некоторые A есть B» можно записать как   (A, B), а суждение «Неко-

торые A не есть B» – как   (A, B ). Чтобы избежать путаницы, необхо-
димо помнить следующее: хотя разные частные суждения начинаются с 
одного и того же слова «некоторые», для записи субъектов разных част-
ных суждений (если это специально не оговаривается) необходимо ис-
пользовать разные символы. 

Для сравнения приведем общепринятую формулировку частных 
суждений в терминах математической логики: 1) x(A(x)  B(x)) и 
2) x(A(x)  B(x)), которые можно выразить содержательно так: 
1) «Существует хотя бы один объект x, который одновременно обладает 
свойствами A и B» и 2) «Существует хотя бы один объект x, который од-
новременно обладает свойствами A и не-B». При решении задач модели-
рования и анализа полисиллогизмов на основе E-структур отпадает необ-
ходимость использования кванторов. Такое нововведение позволяет в 
пределах данной системы рассуждений значительно упростить анализ. 

Определение 15. Частным называется суждение, в котором ут-
верждается в посылках или доказывается в следствиях непустота пересе-
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чения двух или более множеств, обозначенных соответствующими базо-
выми или неопределенными литералами. 

Из этого определения становится понятной идея обобщения част-
ных суждений Аристотелевской силлогистики: к таким суждениям отно-
сятся суждения, у которых на месте субъекта размещается некоторый 
новый неопределенный литерал, а число предикатов суждения может 
быть любым.  

В предыдущих разделах для получения следствий использовались 
правила вывода, которые соответствовали свойствам отношения включе-
ния в алгебре множеств. Но для вывода частных суждений этих правил 
вывода недостаточно. Здесь требуется иная постановка задачи, а именно: 
в конкретной E-структуре необходимо доказать, что пересечение не-
которых множеств при заданных исходных посылках не является пус-
тым. 

Поэтому и методы решения задачи вывода частных суждений зна-
чительно отличаются от методов вывода общих суждений. К изучению 
этих методов мы и приступим. Но прежде рассмотрим одну ситуацию, 
которая может ввести в заблуждение при использовании частных сужде-
ний в качестве посылок. Ранее мы рассматривали пары контрарных суж-

дений типа A  B и A  B , при совмещении которых в рассуждении об-
разуется коллизия парадокса. Попробуем «ослабить» второе суждение, 
т. е. сформулировать его не как общее, а как частное суждение 

  (A, B ). Наша E-структура в этом случае будет содержать две посыл-

ки: A  B и   (A, B ). 
Если применить к этой E-структуре известные нам правила вывода, 

то в результате получим коллизию парадокса   . Из нее следует, что 

пересечение множеств A и B  равно пустому множеству. Та же ситуация 
будет, если преобразовать в частное не второе, а первое суждение. Полу-
ченная E-структура  

  (A, B); A  B  
тоже окажется парадоксальной: при выводе всех следствий получим ту 

же коллизию парадокса   . Пары таких суждений оказываются логи-
чески несовместимыми. В традиционной логике их отличают от контрар-
ных суждений и называют контрадикторными. 

Пример 10. Рассмотрим известный тип силлогизма (в Аристотеле-
вой силлогистике – это модус EAO 4-й фигуры категорического силло-
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гизма), в котором из двух общих суждений можно вывести только част-
ное суждение. 

1-я посылка: Ни одно млекопитающее не есть рыба. 
2-я посылка: Все рыбы дышат жабрами. 
Заключение: Некоторые из тех, кто дышит жабрами, не являются 

млекопитающими. 
Из биологии известно, что все дышащие жабрами не относятся к 

классу млекопитающих. В заключении же говорится только о некоторых 
из них. Но в данном случае мы не имеем права говорить о всех дышащих 
жабрами, потому что при логическом выводе необходимо исходить не из 
наших знаний или заблуждений, а только из того, что дано в посылках. А 
из заданных посылок по правилам Аристотелевской силлогистики выво-
димо только частное суждение. Посмотрим, что получится, если восполь-
зоваться E-структурами. 

Обозначим М – млекопитающие, Р – рыбы, Ж – дышащие жабра-
ми. Тогда посылки можно представить в виде таких формул: 

М  Р ; Р  Ж. 
Здесь нужно сделать одно пояснение. Суждение на русском языке 

типа «Ни одно A не есть B» в традиционной логике означает то же самое, 
что и суждение типа «Каждое A не есть B», и в алгебре множеств соот-
ветствует включению соответствующего множества A в дополнение 
множества B. Наличие двух отрицаний в одном суждении в данном слу-
чае обусловлено не двумя фактическими отрицаниями, а некоторыми 
нелогичными особенностями синтаксиса русского языка. На диаграммах 
Эйлера соотношения, выраженные этими суждениями, изображаются в 
виде пары непересекающихся множеств A и B, из чего следует справед-

ливость включения A  B . 
Нарисуем граф рассуждения (рис. 21) и, используя правило кон-

трапозиции, изобразим диаграмму Хассе этой структуры (рис. 22). 

   
Рис. 21    Рис. 22 

Из схемы ясно, что вывести новое общее суждение из данных по-
сылок невозможно. Запишем частное заключение нашего силлогизма: 

  (Ж, М ). Спрашивается, почему для частного заключения выбраны 
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именно эти литералы? Посмотрим на схему. Из нее видно, что непустое 

множество Р включено как в Ж, так и в М , из чего следует, что пересе-
чение этих двух множеств не должно быть пустым. А раз так, то заклю-

чение   (Ж, М ) верно при любых соотношениях терминов, лишь бы 
они не были пустыми.  

Теперь понятно, что для анализа правильных частных заключений 
необходимо исследовать верхние конусы литералов: любое множество 
непустых литералов в верхнем конусе литерала представляют множе-
ства с непустым пересечением. Но здесь интерес представляют только те 
литералы, которые не связаны друг с другом (для связанных литералов 
непустота пересечения очевидна). 

Правила вывода частных заключений в E-структурах: 
1) для заданной E-структуры построить контрапозиции всех посы-

лок; 
2) выбрать все минимальные литералы Si и для каждого из них по-

строить верхние конусы Si
; 

3) в полученных верхних конусах выбрать пары, тройки и т. д. ли-
тералов, не связанных друг с другом; 

4) из полученных на 3-м шаге множеств сформировать частные за-
ключения, присоединив к ним слева неопределенный литерал со стрел-
кой. 

Рассмотрим применение этого алгоритма для Примера 10. В струк-

туре имеется три минимальных литерала: М, Р и Ж . В верхних конусах 

М = {М, Р } и Ж  = { Ж , Р } несвязанных литералов нет, зато в верх-

нем конусе Р = {Р, Ж, М } имеется пара несвязанных литералов 

(Ж, М ). Из них можно сформировать частное заключение   (Ж, М ). 
При анализе частных заключений интерес представляют только 

верхние конусы минимальных литералов, они называются максималь-
ными верхними конусами. Все остальные литералы содержатся в мак-
симальных верхних конусах, и поэтому их верхние конусы включены в 
соответствующие максимальные конусы. 

Пример 11. Еще одно применение частных суждений рассмотрим 
на примере анализа парадокса «Лжец», открытого древнегреческим фи-
лософом Эвбулидом (IV век до н. э.). Суть его заключается в следующем. 
Критянин Эпименид сказал: «Все критяне лжецы». Нужно, используя 
логический анализ, определить, солгал Эпименид или сказал истину. 
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Рассмотрим сначала этот парадокс на содержательном уровне. Ес-
ли Эпименид сказал истину, то выходит, что все критяне лжецы, а по-
скольку Эпименид критянин, то он не мог сказать истину. Предположим 
теперь, что Эпименид солгал. Тогда получается, что его высказывание 
ложно и все критяне не лжецы, а раз так, то Эпименид, будучи критяни-
ном, не мог солгать. Так что любое предположение приводит к противо-
речию. 

Посмотрим, что получится, если использовать для анализа этого 
парадокса E-структуру. Выберем в качестве универсума множество лю-

дей. Среди этих людей встречаются критяне (К) и не критяне ( К ), лжецы 

(Л) и правдивые ( Л ). В число этих людей входит также критянин Эпи-

менид (Э) и все остальные люди ( Э ). Сформулируем теперь исходные 
суждения для ситуации, когда Эпименид сказал неправду. В этом случае 
можно считать Эпименида лжецом, а суждение «Все критяне лжецы», 
которое он высказал, необходимо заменить на его антитезу «Все критяне 
не лжецы». Тогда получим: 

Э  (К, Л) – Эпименид – критянин и лжец; 

К  Л  – Все критяне не лжецы. 
Теперь построим граф исходных посылок и их контрапозиций (рис. 

23). 

 
Рис. 23 

Одним из следствий исходных посылок оказалось суждение 

Э Э , т. е. коллизия парадокса. Из этого получается, что множество 
«Эпименид» – пустое множеством, т. е. Эпименид в данной системе по-
сылок не может существовать. Посмотрим, что получится, если в качест-
ве истинного взять не общее, а частное суждение «Некоторые критяне не 
лжецы». Как мы уже знаем, оно является контрадикцией к суждению 
«Все критяне лжецы», и при совмещении с ним вызывает коллизию па-
радокса. Кроме того, в математической логике доказано, что отрицанием 
суждения «Все критяне лжецы» будет не «Все критяне не лжецы», а «Не-
которые критяне не лжецы». Оказывается, что при подстановке именно 
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этого суждения в структуру парадокса не возникает. Для проверки запи-
шем соответствующую E-структуру: 

Э  (К, Л) – Эпименид критянин и лжец; 

  (К, Л ) – Некоторые критяне не лжецы. 
Построим граф исходных посылок и их контрапозиций (рис. 24). 
Нетрудно убедиться, что коллизии парадокса не появилось. Критя-

нин Эпименид – лжец, и он включен в состав тех, кто не является «неко-

торыми» правдивыми критянами (следствие Э  ). 

 
Рис. 24 

Рассмотрим еще один случай применения частных суждений. Как 
известно, слово «некоторые» имеет расширительный смысл «некоторые, 
а возможно, и все». Спрашивается, как можно сузить этот смысл в выра-
жении, например, как отобразить суждение «Только некоторые A есть 
B»? Оказывается, сделать это легко, но потребуются два суждения: 

  (A, B);   (A, B ). 
Второе суждение показывает, что некоторая часть A (в данном слу-

чае ) находится за пределами B, поэтому суждение A  B недопустимо. 
Можно убедиться, что при добавлении суждения A  B к предыдущим 

суждениям инициируется коллизия парадокса    . 

8. Формирование и проверка гипотез 
Из предыдущих разделов ясно, что в E-структурах возможны толь-

ко два типа заключений: 1) общие суждения, которые выводятся с помо-
щью правил транзитивности и контрапозиции, и 2) частные суждения, 
формируемые с помощью верхних конусов литералов. Однако внима-
тельное изучение многих примеров показывает, что иногда добавление 
некоторых общих или частных суждений, сформированных по другим 
правилам, не вызывает коллизий. Так, если в Пример 10 добавить новое 

суждение   (М, Ж ), то, построив граф рассуждения, убедимся, что 
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коллизий не образуется, хотя это суждение не является заключением сил-

логизма: множество {М, Ж } в правой части этого суждения не включено 
ни в один максимальный верхний конус структуры. Поэтому в данном 
случае добавленное суждение есть не заключение, а гипотеза, не иниции-
рующая коллизий. 

В логике методы анализа рассуждений делятся на два класса: де-
дуктивные выводы и правдоподобные рассуждения (или недедуктив-
ные методы). Для выполнения дедуктивных выводов необходимы неко-
торые правила логического вывода, определенные в аксиоматической 
системе, которая моделирует рассуждения, и во многом соответствую-
щие правилам логического вывода, используемым в строгих математиче-
ских доказательствах.  

Однако логический анализ не ограничивается только дедуктивны-
ми выводами. Дедукция, как правило, работает на заключительном этапе 
мыслительных процессов, когда построены некоторые исходные утвер-
ждения, имеющие статус аксиом. Тогда получение следствий (теорем) из 
аксиом и проверка того, что данное утверждение есть следствие этих ак-
сиом, относятся к дедукции. Нередко роль аксиом выполняют посылки, 
которые формируются с помощью обобщений и творческой интуиции. 
Эта мыслительная деятельность относится уже к правдоподобным рассу-
ждениям. 

Понятно, что логика, по-видимому, не позволяет отобразить все 
многообразие творческого поиска. Но какие-то его разновидности все же 
можно воспроизвести, используя строгие математические методы. Неко-
торые методы правдоподобных рассуждений удается реализовать с ис-
пользованием математики, и вполне возможно сделать это на компьюте-
ре. К ним относятся индукция (в узком смысле поиск закономерностей 
на примерах), абдукция (поиск объяснений для некоторых неожиданных 
и не выводимых из аксиом фактов или примеров) и формирование ги-
потез (поиск новых утверждений, не следующих из принятых аксиом).  

К примерам индукции относится поиск немецким астрономом Ио-
ганном Кеплером (1571 – 1630) математических законов движения пла-
нет вокруг Солнца на основе данных астрономических наблюдений. Он 
исходил не из законов движения, открытых позже Ньютоном, а сравни-
вал орбиты небесных тел и графики различных аналитических функций.  
Но индуктивные выводы не всегда бывают безусловно верными. Если, 
допустим, путешествуя по Европе и Азии, мы встречаем только белых 
лебедей, то можем сделать индуктивный вывод «Все лебеди белые». Но, 
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если попадем в Австралию, то придется изменить свою точку зрения, так 
как там встречаются черные лебеди. В настоящее время многие методы 
поиска закономерностей на примерах развились в целую отрасль компь-
ютерных технологий, которая получила название Data Mining. 

Абдукцию мы рассмотрим позже, а в этом разделе познакомимся с 
гипотезами. По сути, гипотеза – это новое знание, которое не следует из 
принятых аксиом (или посылок). В то же время, чтобы гипотеза была 
корректной, она не должна противоречить аксиомам – для E-структур 
это означает, что при добавлении сформулированной гипотезы в кон-
кретную структуру не происходит логических конфликтов в виде колли-
зий. Мы уже немного познакомились с анализом гипотез в Примере 7 
(раздел 6).  

Рассмотрим сначала самые простые случаи такого бесконфликтно-
го обновления знаний. Пусть исходное знание представлено корректной 
E-структурой R, содержащей множество T базовых терминов. Тогда в 
простейшем случае бесконфликтного обновления знаний новое суждение 
(допустим, это A  B) содержит термины (A и B), которые не входят в 
состав базовых терминов E-структуры R. Ясно, что при добавлении этого 
суждения в R какие-либо коллизии невозможны. Например, если к по-
сылкам из Примера 6 (раздел 3) добавить суждение «Все лебеди белые», 
то увидим, что его содержание никак не связано с терминами из этого 
примера. Суждения такого типа нейтральны относительно исследуемого 
знания. В силу тривиальности этот вариант никакого интереса не пред-
ставляет. 

Более интересен случай, когда в новом суждении, наряду с новыми 
терминами, содержатся базовые термины E-структуры R. Самый простой 
вариант: в систему добавляется новое суждение, но в ней содержится 
только один из терминов нового суждения. Тогда независимо от того, 
относится новый термин к предикатам или субъектам данного суждения, 
наша система «воспримет» новое суждение без всяких коллизий. За счет 
постепенного наращивания описанных выше случаев происходит неогра-
ниченное расширение любой исходной системы. 

Для иллюстрации рассмотрим полисиллогизм Л. Кэрролла, ис-
пользованный в Примере 6 (раздел 3). 

1) Все малые дети неразумны. 
2) Все, кто укрощает крокодилов, заслуживают уважения. 
3) Все неразумные люди не заслуживают уважения. 
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Добавим в него еще одно суждение: «Все обманщики не заслужи-
вают уважения». В этом суждении предикат представлен термином, уже 
содержащимся в системе, а субъект – новым термином («обманщики»). В 
результате такого пополнения система также останется корректной, а 
число базовых терминов системы увеличится на два («обманщики» и их 
отрицание – «не обманщики»). В новой системе появляются интересные 
особенности, которые будут рассмотрены несколько позже. 

Бесконфликтность системы, обновленной за счет такой гипотезы, 
можно проверить, применив правила вывода и методы анализа коллизий. 
Более сложен случай, когда в новом суждении предусматривается новая 
связь между двумя и более терминами исходной системы. Частично та-
кой случай был рассмотрен в предыдущем разделе, когда с помощью 
верхних конусов в корректной E-структуре строились частные суждения, 
в которых появлялись уже новые неопределенные термины. Этот метод 
позволяет сформировать частные заключения, но не гипотезы. Далее мы 
увидим, что эти частные суждения существенно отличаются от частных 
суждений, сформированных по другим правилам. 

Определение 16. Частное суждение, образованное с помощью 
верхних конусов E-структуры, называется безусловным частным суж-
дением. 

Рассмотрим пример другого (условного) частного суждения. Пусть 
задана простая E-структура с двумя суждениями: A  B и B  C. По-
строим ее следствия и выделим все максимальные верхние конусы: 

A = {A, B, C}; C  = { A , B , C }. 
Посылки и следствия данной E-структуры представлены в виде 

графа на рис. 25. 

 
Рис. 25    Рис. 26 

Испытаем для этой E-структуры частное суждение   ( A , B). 

Совокупность литералов { A , B} не включена ни в один из максимальных 
верхних конусов, поэтому данное суждение не является безусловным. 
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А будет ли структура корректной, если присоединить это суждение к ис-
ходной системе (рис. 26)? 

Проверка показывает, что корректность структуры не нарушится. 
Но в чем заключается «условность» данного частного суждения? Точнее, 
при каких условиях или корректных изменениях в структуре добавление 
этого суждения в структуру приведет к коллизии? Дело в том, что в 
структуре содержится соотношение A  B (т. е. в терминах алгебры 
множеств A  B – нестрогое включение), и при этом допускается воз-

можность равенства A и B. В то же время частное суждение   ( A , B) 
означает, что в множестве B содержится хотя бы один элемент из допол-
нения множества A и, следовательно, равенство A и B невозможно. Дру-
гими словами, рассматриваемое частное суждение вводит в структуру 
ограничение, которое не имело бы места, если бы к структуре добавля-
лось безусловное частное суждение. 

Определение 17. Частное суждение, правая часть которого содер-
жит литералы, не включенные в совокупности ни в один из верхних ко-
нусов E-структуры, называется условным частным суждением. 

В то же время добавление в структуру на рис. 25 другого частного 
суждения может инициировать коллизию парадокса. Так, нетрудно про-

верить, что суждение   (A, B ) ведет к коллизии парадокса    . 

Данный пример иллюстрирует тот факт, что добавление новых су-
ждений, содержащих два и более терминов исходной системы, не всегда 
является простым делом и порой требует тщательной проверки.  

Рассмотрим методы проверки гипотез, содержащих только базовые 
литералы.  

Пример 12. Пусть E-структура содержит два исходных суждения 
B  A и B  C. Ее можно также представить одним сложным суждением 
B  (A, C). Содержательным примером такой E-структуры может быть 
следующий силлогизм:  

1) Все тигры (B) – хищники (A); 
2) Все тигры – млекопитающие (C). 
Для анализа этой структуры построим ее граф (рис. 27). 

 
Рис. 27 



 

 57 

Попробуем подобрать корректную гипотезу, содержащую только 

базовые литералы. Методом проб можно убедиться, что гипотеза A  B  

при добавлении в структуру инициирует коллизию парадокса B  B . 

В то же время гипотеза C  A коллизий не вызывает (хотя это еще не 
значит, что она соответствует реальности, речь здесь идет о формальном 
этапе проверки). 

Можно упростить метод проверки корректности гипотез – для 
этого не обязательно достраивать схему и проверять, есть ли в ней колли-
зии цикла или парадокса. Проверку корректности гипотезы, содержащей 
только базовые литералы, можно упростить, если воспользоваться соот-
ношением, выраженным следующей теоремой. Но сначала необходимо 
определить еще одну операцию (инверсию), которая часто используется в 
E-структурах. 

Определение 18. Инверсией (Inv(S)) произвольного множества S 
литералов является множество литералов такое, что каждому литералу 

Li  S ставится в соответствие литерал iL  Inv(S).  

Другими словами, для выполнения инверсии во множестве литера-
лов мы вместо каждого литерала из этого множества записываем его до-

полнение. Так, если S = {A, B , C}, то Inv(S) = { A , B, C }. Инверсия об-
ладает некоторыми интересными свойствами. В частности, нетрудно 
проверить, что при двукратном применении инверсии к определенному 
множеству литералов будет получено то же самое множество, т. е. 
Inv(Inv(S)) = S.  

Теорема 3. Новое базовое суждение A  B есть корректная гипо-
теза в корректной E-структуре G, если совместно соблюдаются два 
равенства:  

(i) A  B = ;  
(ii) A  Inv(B) = . 

Доказательство. Предположим, что A  B  . Это означает, 
что существует некоторый литерал W, одновременно принадлежащий и 
A, и B. Отсюда следует, что W – предшественник литерала A и потомок 
литерала B. Поэтому, когда литералы A и B соединяются дугой A  B 
(т. е. мы добавляем гипотезу в структуру), получается, что через литералы 
A и B существует путь из W в W, что означает коллизию цикла. Таким об-
разом, необходимость условия (i) доказана. Предположим, что 
A  Inv(B)  . Это означает существование литерала W такого, что W 
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есть предшественник A, а W  – потомок литерала B. Тогда при добавлении 

гипотезы A  B в структуру появляется путь из W в W , означающий кол-
лизию парадокса. Таким образом, необходимость условия (ii) доказана. 
Конец доказательства. 

Из доказательства Теоремы 3 ясно, что в структуре имеется колли-
зия цикла в том случае, когда не соблюдается условие (i), а коллизия па-
радокса, – когда не соблюдается условие (ii).  

Рассмотрим, как можно использовать Теорему 3 для решения пре-
дыдущей задачи (рис. 27). Предположим, что надо проверить коррект-

ность гипотезы B C . Строим для этих литералов соответствующие ко-
нусы: 

B = {A, B}; C  = { B , C }; Inv( C ) = {B, C}. 
Проверяем условия Теоремы 3:  

B  C  = ; B  Inv( C ) = { B}. 

Отсюда следует, что при добавлении гипотезы B  C  коллизия 
цикла не образуется, зато появляется коллизия парадокса. 

Рассмотрим для той же задачи гипотезу C  A. Вычисляем нужные 

для проверки множества: C  = { C }; A = {A}; Inv(A) = { A }. Проверка 
показывает, что равенства, предусмотренные в Теореме 3, верны и, следо-

вательно, гипотеза C  A не инициирует коллизий. 

9. Абдукция 
В философии и логике считается, что индукция и абдукция – более 

высокие по сравнению с дедукцией формы мышления, непосредственно 
связанные с творческим мышлением, т. е. с мышлением, результатом ко-
торого являются новые знания. Но в современной логике отсутствует од-
нозначное определение абдукции. Считается, что абдуктивные выводы 
были предложены одним из создателей математической логики 
Ч. Пирсом. Исследуя теорию силлогистики Аристотеля, он предложил 
модифицировать ее, чтобы получать не только дедуктивные выводы, но и 
правдоподобные рассуждения. Рассмотрим в качестве примера один из 
силлогизмов Л. Кэрролла. Даны посылки: 

1) Все молчаливые существа не забавны; 
2) Все улитки молчаливы. 
Если использовать правила силлогистики, то получим следствие: 
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Все улитки не забавны. 
То же следствие можно легко получить и с помощью E-структур. 

Из схемы этого силлогизма Пирс построил два других типа рассуждения. 
Одно из них он назвал принятием гипотезы, а позже предложил назвать 
«абдукцией». Вот это рассуждение. 

Исходная посылка: Все улитки молчаливы. 
Получен результат: Все улитки не забавны. 
Далее рассуждаем так: чтобы этот результат был следствием ис-

ходной посылки, необходимо в состав посылок добавить гипотезу «Все 
молчаливые существа не забавны». Поиск такой посылки как раз и есть 
абдуктивный вывод. 

Для простого силлогизма подобная схема рассуждения была из-
вестна намного раньше исследований Ч. Пирса, но она имеет другое на-
звание – энтимема, т. е. рассуждение с пропущенной посылкой. Рас-
смотрим подробно известный пример. Дано рассуждение «Этот человек 
не знает дорогу к реке. Следовательно, он не местный житель». Это, по 
сути, силлогизм с пропущенной посылкой. Для его анализа используем 
E-структуры. 

Введем обозначения: H – этот человек, K – знающий дорогу к реке, 

V – местный житель. Исходная посылка имеет вид H  K , а предпола-

гаемое следствие – H  V . Данное рассуждение можно представить в 
виде диаграммы (рис. 28). Здесь посылка изображена сплошной линией, 

предполагаемое следствие – пунктиром. Чтобы суждение H  V стало 
действительным следствием, необходимо, чтобы из вершины H был путь 

к вершине V . Достаточно посмотреть на рисунок, чтобы сразу же найти 

«недостающее звено»: K V (рис. 29). Контрапозиция этого суждения – 
V  K («Все местные жители знают дорогу к реке»). 

     
Рис. 28          Рис. 29 

Энтимема встречается весьма часто и в житейских диалогах, и в 
литературных произведениях. Так, в книге [9] исследовались тексты ли-
тературных произведений с целью установить, как часто в них использу-
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ются энтимемы. Например, в литературном произведении в 400 страниц 
(роман Г. Манна «Верноподданный») содержится 1943 умозаключения, 
из них 1938 в форме энтимем.  

Мы порой даже не замечаем, что такие языковые конструкции, как 
«Он говорил зычно, поскольку был туговат на ухо», «Петров – снайпер, 
так как он обладает твердой рукой и острым зрением», по сути, есть эн-
тимемы (в первом предложении пропущена посылка «Все туговатые на 
ухо говорят зычно», а во втором – «Все обладающие твердой рукой и 
острым зрением – снайперы»). Во втором предложении, если действовать 
по правилам логики, восстанавливается ложная посылка (в жизни отнюдь 
не все, обладающие твердой рукой и острым зрением, являются снайпе-
рами), но при поверхностном восприятии или при искаженном представ-
лении о логике эта ошибка не замечается. Искусные ораторы нередко 
пользуются энтимемами для того, чтобы косвенным путем внедрить в 
сознание публики неявно сформулированные сомнительные или ложные 
посылки.  

Следуя Ч. Пирсу, будем называть абдукцией методы анализа рас-
суждений, в которых требуется найти подходящую гипотезу для того, 
чтобы построить корректную логическую связь между исходными по-
сылками и предполагаемым следствием из этих посылок. В отличие от 
энтимемы, абдукция используется в более сложных случаях, чем простой 
силлогизм. 

Абдукция встречается не только в научном анализе, но и во многих 
других мыслительных актах, даже в такой, казалось бы, далекой от логи-
ки сфере, как юмор. В качестве примера проанализируем анекдот, свя-
занный с известным британским политиком Уинстоном Черчиллем. Как 
известно, он прекрасно разбирался в тонкостях языка (ему, кстати, была 
присуждена Нобелевская премия по литературе за мемуары о Второй ми-
ровой войне), и его остроты далеко не всем приходились по вкусу. Одна-
жды чем-то обиженная на него леди Астор сказала ему: «Если бы вы бы-
ли моим мужем, я бы подсыпала вам яд в кофе». Черчилль тут же отве-
тил: «Если бы вы были моей женой, то я бы этот кофе выпил». 

Смешное обычно не принято комментировать. Но здесь иная си-
туация – ставится задача найти связь комического с абдукцией. Ответ 
Черчилля внешне безобиден. Однако при этом «домысливается», что его 
ответу должна предшествовать фраза «А вы мне так неприятны, что … » 
и предпосылка о том, что в моделируемой ситуации говорящий знает о 
насыпанном яде. Эти недостающие звенья являются абдуктивным выво-
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дом из произнесенных фраз и ситуации, и смех (по крайней мере, у лю-
дей с чувством юмора) вызывает не только этот скрытый намек, но не в 
последнюю очередь радость, связанная с его самостоятельной и быстрой 
«расшифровкой». 

Рассмотрим шуточную задачу. 
Найдите пропущенную посылку в рассуждении: 
Титулованные особы не закладывают за воротник, поскольку все, 

кто не носит цилиндров, не являются титулованными особами, и к то-
му же любой, кто закладывает за воротник, сморкается в галстук. 

Обозначим Т – титулованные особы, Ц – те, кто носят цилиндры, З 
– те, кто закладывают за воротник, С – те, кто сморкаются в галстук. Яс-

но, что предполагаемое следствие рассуждения есть суждение Т  З , а 

посылки имеют вид Ц  Т  и З  С. 

Построим граф рассуждения (рис. 30). 

 
Рис. 30 

Из рисунка видно, что пути из Т в З  нет, но, чтобы он появился, 

достаточно добавить суждение Ц С . Значит, один из возможных отве-
тов задачи: «Те, кто носят цилиндры, не сморкаются в галстук». 

Рассмотрим более сложный пример, где вместо содержательных 
терминов используются обычные символы. Пусть даны посылки A  B; 

C  ( B , D ); E  D (второе суждение означает «Все C есть не-B и не-

D»). Предполагаемое следствие: A  E . Нужно восстановить недостаю-
щие посылки, не вводя при этом новых литералов. 

Для исходных посылок построим диаграмму (рис. 31), пунктирной 
дугой обозначим предполагаемое следствие. Затем добавим в схему все 
контрапозиции исходных суждений (рис. 32). 

Из рисунка ясно, что из A в E  нет пути, то есть суждение A  E  – 
не следствие исходных посылок, и чтобы оно стало таковым, нужно най-
ти гипотезу, подходящую в качестве новой посылки. При взгляде на 
рис. 32 кажется, что требуемые решения дают гипотезы B  C или 
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C  D . Однако проверка показывает, что каждая из них инициирует 
коллизию парадокса. 

        
Рис. 31                                Рис. 32 

Можно попробовать перебрать и проверить все возможные новые 
суждения, пока не найдется подходящего, но их число может оказаться 
большим, и процесс станет весьма трудоемким. Нами предложен более 
простой способ, описываемый таким алгоритмом.  

Алгоритм поиска абдуктивных выводов. Даны исходные посыл-
ки и предполагаемое следствие, допустим, P  Q. Тогда выполняются 
следующие действия: 

Шаг 1. Построить структуру с исходными посылками и затем вы-
вести контрапозиции к каждой из посылок. 

Шаг 2. Проверить существование в полученной структуре пути из 
P в Q. Если такого пути нет, то переход к Шагу 3, иначе выход из алго-
ритма с ответом «Для данной задачи абдуктивный вывод не требуется». 

Шаг 3. Используя построенную на Шаге 1 структуру, построить 
верхний конус P и нижний конус Q. 

Шаг 4. Из полученных на Шаге 3 множеств записать все возмож-
ные пары (Xi, Yj), где Xi  P и Yj  Q.  

Шаг 5. Для каждой пары, полученной на Шаге 4, проверить, ис-
пользуя Теорему 3 (раздел 8), корректность гипотезы Xi  Yj. Если гипо-
теза некорректна, то соответствующая пара исключается из списка. Ос-
тавшиеся пары дают возможные ответы. Конец алгоритма. 

Неформальное пояснение к алгоритму. С его помощью мы ищем 
недостающие звенья цепи P  …  Q, поскольку разрывы в ней озна-
чают, что суждение P  Q не следует из исходных посылок. Список пар, 
полученных на Шаге 4, есть полный список таких недостающих звеньев, 
т. е. гипотез. Но некоторые из них могут быть некорректными, поэтому 
необходим Шаг 5. 

Рассмотрим, как работает этот алгоритм применительно к нашей 
задаче. 

Шаг 1 и Шаг 2 уже выполнены. 
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Шаг 3. Из рис. 32 получаем A = {A, B, C }, E  = { E , C, D }. 
Шаг 4. Список возможных пар: 

(A, E ), (A, C), (A, D ), (B, E ), (B, C), (B, D ), ( C , E ), ( C , C), ( C , D ). 

Шаг 5. Из этого списка сразу можно исключить пары (A, E ) и 

( C , C), поскольку первая пара соответствует предполагаемому следст-
вию, а вторая – явная коллизия парадокса. Остальные пары необходимо 
проверить. Например, выполним проверку только двух гипотез A  C и 

A  D . Проверяем по Теореме 3.  
Для гипотезы A  C:  

A = {A}; C = {C, A , B , D , E }; A C= ; A Inv(C) = {A} – 
гипотеза некорректна. 

Для гипотезы A  D : 

A = {A}; D = { D , E }; A  D  = ; A  Inv( D ) =  – то есть, 
гипотеза корректна. 

Проверив остальные гипотезы, убедимся, что возможными вариан-
тами абдуктивного вывода для данной задачи могут быть только сле-
дующие базовые суждения: 

A  D ; B  D  и B  E . 
Какой из этих вариантов самый подходящий, можно решить толь-

ко на основе содержательного анализа. Каждая новая связь влечет за со-
бой некоторую совокупность новых следствий. Какие-то из них могут 
оказаться несовместимыми с явно не выраженными, но подразумевае-
мыми правильными суждениями.  

10. Метафора и парадокс подмены 
Без метафоры трудно представить любое литературное произведе-

ние. В науке метафоры тоже играют значительную роль (например, эф-
фект сплетен в химических реакциях, позвоночный столб, черная дыра, 
солнечная корона, компьютерный вирус, решетки в математике и т. д.). 
Понятие метафоры было известно еще в древней Греции. Интерес к ме-
тафоре становится все более интенсивным и быстро расширяется, захва-
тывая многие области знания: философию, логику, психологию, психо-
анализ, литературоведение, литературную критику, семиотику, риторику, 
лингвистическую философию, разные школы лингвистики [13]. В силу 
этого возросшего интереса появилась даже новая наука, имя которой 
«метафорология» [14]. Рассмотрим определение метафоры. 
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Метафора (при формальном подходе к определению, т. е. без уче-
та ее эстетических характеристик) – это слово (в общем случае – выраже-
ние), которое намеренно используется в тексте вместо другого (замещае-
мого) слова (выражения) на основании некоторого неполного совпадения 
значений этих слов (выражений). 

Неполное совпадение значений в определении метафоры сущест-
венно, иначе трудно отличить метафору от синонима. 

Попытка сформулировать логическую модель метафоры содержит-
ся в [14]. Здесь метафора определяется как некоторая логическая анома-
лия и представляет собой свернутое умозаключение (энтимему), т. е. 
умозаключение с пропущенной посылкой. В качестве примера использу-
ется метафора «Адмиралтейская игла» (в цитируемом тексте «игла Ад-
миралтейства») из поэмы Пушкина «Медный всадник». Очевидно, что 
«игла» в данном случае замещает слово «шпиль». В качестве логической 
модели этой метафоры в [14] предлагается следующее умозаключение. 

Меньшая посылка: этот шпиль (S) – очень длинный по отношению 
к собственному диаметру, прямой, с острым концом (М). 

Большая посылка: некоторые объекты, длинные по отношению к 
собственному диаметру, прямые, с острым концом (М) – иглы (P). 

Заключение: Шпиль (S) есть игла (P). 
Заметим, что в приведенном тексте логическая аномалия проявля-

ется не только как энтимема, но и как неправильный силлогизм. По пра-
вилам силлогистики и формальной логики заключение «Шпиль есть иг-
ла» нельзя вывести из данных исходных посылок потому, что вторая по-
сылка – не общее, а частное суждение. 

Рассмотрим тот же пример с другой точки зрения. К введенным 
выше обозначениям S (шпиль), М (длинные, прямые, с острым концом 
объекты) и P (игла) добавим два признака, которые отличают шпиль и 
иглу: A – архитектурный элемент и T – орудие труда. Соотношения меж-
ду этими сущностями формулируются в терминах E-структур в виде сле-
дующих посылок:  

S  M; P  M; S  A; P  T; A T . 
В последней посылке утверждается, что свойства «архитектурный 

элемент» и «орудие труда» несовместимы. Добавим к этим посылкам их 
контрапозиции, в результате получим следующий граф (рис. 33). 

Введем в схему суждение «Шпиль есть игла» (S  P), отражающее 
суть данной метафоры, и его контрапозицию. Тогда получим следующий 
граф (рис. 34). 
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Рис. 33    Рис. 34 

Из рисунка видно, что наше рассуждение привело к коллизии па-

радокса (S  S ). Спрашивается, какую роль играет противоречие в ме-
тафоре? Частично ответ на этот вопрос можно найти в книге [15], где 
обосновывается, что противоречие в метафорах создает напряжение 
(tension) между терминами, которое и составляет суть метафорического 
смысла. Очевидно, что это «напряжение» лежит в основе эстетической 
привлекательности метафоры.  

С точки зрения логического анализа подобная ситуация встречает-
ся не только в метафорах. Например, в рассуждениях по аналогии разные 
объекты или сущности отождествляются на основе совпадения некото-
рых существенных свойств. Затем делается вывод, что другие свойства 
этих объектов тоже совпадают. 

С учетом изложенного имеет смысл обобщить парадокс, возни-
кающий в метафорах, на многочисленные случаи отождествления разных 
объектов. Назовем его парадокс подмены. Пусть имеется некоторый ис-
ходный объект O и его аналог A, при этом множество PC свойств у этих 
объектов совпадает. Известно также, что объекту O присущи свойства 
PO, а объекту A – свойства PA, причем данные свойства несовместимы, 

что можно выразить с помощью формулы PA  OP  . Тогда логическую 

модель подмены можно представить в виде следующих посылок: 

A  PC; O  PC; A  PA; O  PO; PA  OP ; A  O. 

В этой E-структуре посылка A  O выражает процедуру отождест-
вления исходного объекта с аналогом. Нетрудно убедиться, что данное 

множество посылок инициирует коллизию парадокса A  A .  
Парадокс подмены не всегда опровергает рассуждения по анало-

гии. Он появляется лишь в тех случаях, когда обнаруживаются несовмес-
тимые свойства отождествляемых сущностей. Но все же следует учесть, 
что рассуждения по аналогии часто используются с целью манипуляции 
сознанием оппонента.  



 

Заключение 
Необходимо отметить, что анализ рассуждений на основе 

E-структур дает намного более широкие возможности, чем методы, осно-
ванные на силлогистике Аристотеля и полисиллогистике. В частности, 
методы силлогистики не позволяют исследовать возможные гипотезы, 
проверять правильность рассуждения с помощью анализа коллизий, на-
ходить возможные абдуктивные выводы. В то же время в E-структурах 
имеются четкие алгоритмы для реализации этих видов анализа рассужде-
ний. Такие новые возможности анализа появляются за счет использова-
ния в качестве моделей рассуждений сугубо математических структур, 
таких, как алгебра множеств, теория графов, теория частично упорядо-
ченных множеств. E-структуры представляют собой синтез перечислен-
ных математических систем. 
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Часть II. Алгебра кортежей и логика 

Введение 
E-структуры, о которых шла речь в первой части, позволяют моде-

лировать далеко не все виды рассуждений, используемых в современной 
логике. Например, высказывание «Если A, то С» можно представить в 
виде суждения и включить в E-структуру. Но для анализа рассуждений с 
более сложными высказываниями, например, такими, как «Если A и B, то 
С», E-структуры не подходят, и необходимы уже другие математические 
инструменты. Одна из подходящих для этого универсальных систем – 
математическая логика, которая включает в себя исчисление высказыва-
ний и исчисление предикатов. Но изучать эту систему не просто. 

Многие методы логического анализа, предусмотренные в матема-
тической логике, предлагается здесь моделировать с помощью более 
простой для изучения математической системы, которая носит название 
«алгебра кортежей» (АК). Введение в алгебру кортежей и примеры ее 
использования для анализа сложных рассуждений рассмотрены в данной 
части книги. 

Исследования показали, что помимо логического анализа алгебру 
кортежей можно использовать в следующих областях дискретной мате-
матики и информационных технологий: 1) реляционные модели; 2) гра-
фы и сети; 3) системы искусственного интеллекта (экспертные системы, 
семантические сети, фреймы, онтологии); 4) логико-вероятностные мето-
ды, включая вероятностную логику; 5) дискретные автоматы; 6) задачи 
удовлетворения ограничений (Constraint Satisfaction Problem – CSP); 
7) модели вопросно-ответных систем; 8) при машинной реализации – со-
кращение трудоемкости алгоритмов решения сложных задач логического 
анализа за счет специфических свойств АК, а также за счет возможности 
эффективного распараллеливания алгоритмов. 

Об этих и других возможностях АК подробно рассказано в книгах 
[6, 7]. 

Математические свойства АК основаны на законах алгебры мно-
жеств, а также на свойствах математической структуры, которая называ-
ется "декартово произведение множеств" и подробно описана в следую-
щем разделе. При составлении материала предполагалось, что читатель 
знаком с основами алгебры множеств, изложенных в первой части «По-
лисиллогистика». 
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1. Декартово произведение множеств  
Объектами алгебры множеств могут стать не только простые эле-

менты, но и разнообразные математические структуры: точки, линии, 
интервалы, аналитические функции и т. д. Одна из таких структур – по-
следовательность двух, трех и т. д. элементов. Подобные последователь-
ности в математике называют векторами, n-местными последовательно-
стями, n-ками, кортежами. Будем называть их элементарными кор-
тежами.  

В отличие от множеств, в кортежах порядок элементов неизменен 
– при любом изменении порядка разных элементов образуется другой 
кортеж. В то же время сами кортежи при определенных условиях могут 
быть элементами множеств.  

Количество элементов в элементарном кортеже называется раз-
мерностью этого кортежа. Например, кортеж (d, f, w, r) имеет размер-
ность 4. Также принято использовать другую формулировку размерно-
сти: можно сказать, что это 4-х местный кортеж.  

Множество элементарных кортежей одной и той же размерности 
(n) называют многоместным (или n-местным) отношением. Наглядные 
примеры многоместных отношений – различные таблицы, содержащие 
сведения, в частности, о сотрудниках какой-либо фирмы или о состоянии 
погоды в разных городах. Строки таблицы содержат элементы отноше-
ния. К более простым отношениям (бинарным) относятся такие, как 
"больше", "предшествует", "является потомком" и т. д. Например, отно-
шение "меньше" для множества {1, 2, 3} целых чисел можно представить 
как множество пар чисел {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}, в которых первое число 
меньше второго, или как таблицу 1. 

Таблица 1 

1 2 
1 3 
2 3 

Кортежи пригодны для отображения многих предложений естест-
венного языка. Например, элемент (кортеж) отношения ВК (Взятые в 
библиотеке книги) формулирует математическое представление предло-
жения "Петров взял в библиотеке книгу Шолохова "Тихий Дон". Струк-
тура этого отношения выражается в виде заголовка:  

ВК (Фамилия читателя, Автор книги, Название книги).  
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Моделирование и анализ многоместных отношений производится с 
помощью математической структуры, которая называется «декартово 
произведение множеств». Дадим определение этой структуры. 

Пусть имеется совокупность одинаковых или различных множеств 
X, Y, ..., Z, общее число которых равно n.  

Определение 1. Декартово произведение (ДП) n множеств 
X, Y, ..., Z есть совокупность всех возможных n-местных элементарных 
кортежей, где на первом месте стоит элемент множества X, на втором – 
элемент множества Y, ..., а на последнем – элемент множества Z.  

Декартово произведение множеств X, Y, ..., Z обозначается 
X  Y  ...  Z.  

Рассмотрим несколько примеров ДП. 
1) Для двух множеств X = {a, b}, Y = {c, d}  
       X  Y = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, d)}.  
Здесь множество X  Y содержит пары (т. е. двухместные кортежи) 

элементов, у которых, в отличие от множеств, порядок строго определен. 
Чтобы отличить (упорядоченные) пары от множеств, их заключают не в 
фигурные, а в простые круглые скобки.  

2) Исходные множества могут быть непрерывными интервалами, 
их декартово произведение представляет собой область, ограниченную 
соответствующим прямоугольником на плоскости. Например, на рис. 1 
затемненный прямоугольник вместе со своими границами изображает 
ДП отрезков AB и CD, находящихся на разных координатных осях. Эти 
отрезки можно представить как бесконечную совокупность точек, каждая 
из них имеет координату – действительное число, равное расстоянию от 
начала координат до этой точки. Значит, элементами ДП будут всевоз-
можные пары чисел, которые обозначают координаты точек, располо-
женных на плоскости в пределах этого прямоугольника. Ясно, что коли-
чество таких пар бесконечно. 

 
Рис. 1 
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3) Возможны более сложные структуры, формируемые с помощью 
ДП (рис. 2 и 3). На рис. 2 структура из 4-х затемненных прямоугольников 
изображает ДП множеств интервалов {AB, CD}  {EF, GH}. На рис. 3 
совокупность горизонтальных отрезков на координатной плоскости, обо-
значенных жирными линиями, отображает ДП множества {AB, CD} от-
резков одной координатной оси на множество {F, G, H} точек другой 
оси. Если в качестве элементов ДП использовать только точки (к приме-
ру, {A, B, C}  {G, H}), то на плоскости само ДП отобразится как множе-
ство точек. Аналогичные структуры можно строить не только на плоско-
сти, но и в трехмерном, четырехмерном и т. д. пространствах. 

 
Рис. 2    Рис. 3 

Последние два примера показывают, что ДП применимо не только 
к сугубо дискретным системам, но и к системам, содержащим непрерыв-
ные точечные множества. 

Если ДП формируется из N конечных множеств, то оно содержит 
конечное число кортежей, и его можно представить в виде таблицы, со-
держащей N столбцов, а каждая строка этой таблицы будет содержать 
элементарный кортеж данного ДП.  

Декартово произведение n одинаковых множеств S обозначается 
как Sn. Для совокупности множеств, обозначенных одинаковыми симво-
лами с различными индексами (допустим, S1, S2, ..., Sn), используется 
символ многократного произведения  , в этом случае ДП 

S1  S2  ...  Sn обозначается 


n

i
iS

1

.  

В математике с ДП тесно связано определение понятия «отноше-
ние». Пусть даны N множеств X1, X2, …, XN и их ДП X1  X2  …  XN, 
названное универсумом. 

Определение 2. N-местным отношением называется некоторое 
выделенное по определенным правилам или по смыслу подмножество 
элементарных кортежей заданного универсума X1  X2  …  XN. 
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Например, отношение «меньше» на множестве чисел {1, 2, 3} 
(табл. 1) с точки зрения Определения 2 есть подмножество элементарных 
кортежей, выбранных из ДП {1, 2, 3}  {1, 2, 3}, которое в данном случае 
является универсумом. 

Приведем некоторые количественные соотношения на ДП. Пусть 
задано множество X, тогда X обозначает количество элементов или 
мощность этого множества. Количество всех элементов (т. е. элемен-
тарных кортежей) ДП в точности равно произведению мощностей всех 
используемых в этом произведении множеств, т. е. 

X  Y  ...   Z=XY ... Z.                         (2.1) 

Например, если имеются множества P = {a, b, c}; Q = {a, d, f} и 
R = {a, b, c, f}, то их ДП P  Q  R будет содержать 334 = 36 элементар-
ных кортежей.  

Чтобы лучше понять суть ДП, рассмотрим следующий пример. 
Пример 1. Три подруги Наташа (Н), Валя (В) и Аня (А) вышли на 

прогулку, причем туфли и платье каждой были или белого (Б), или сине-
го (С), или зеленого (З) цвета. Требуется определить, сколько возможных 
вариантов нарядов может быть у трех подруг?  

Для ответа рассмотрим множества вариантов задачи. Первое мно-
жество – подруги: {Н, В, А}, второе множество – цвет платья: {Б, С, З} и 
третье множество – цвет туфель: {Б, С, З}. Все возможные варианты на-
рядов содержатся в ДП этих множеств: 

{Н, В, А}  {Б, С, З}  {Б, С, З} = {(Н, Б, Б), (Н, Б, С), ...} 
и число всех возможных вариантов будет равно 3  3  3 = 27. 

Свойства декартовых произведений замечательны тем, что позво-
ляют найти соответствия между методами и структурами алгебры мно-
жеств и аналитическими средствами математической логики. Свойства 
ДП подробно изложены в [2, 16]. При определении, обосновании и ана-
лизе этих свойств в публикациях других авторов используются общепри-
нятые обозначения, описанные выше. Но далее мы не будем использо-
вать такие обозначения ДП, приведенные во многих других книгах по 
математике, поскольку для них автором предложена новая система обо-
значений, с помощью которой намного проще формулируются и обосно-
вываются многие интересные свойства ДП. Эти обозначения также лежат 
в основе излагаемой далее алгебры кортежей [5 – 7]. 
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2. Основные структуры алгебры кортежей 

2.1. C-кортежи 

Введем некоторые термины и обозначения алгебры кортежей 
(АК). В ней используются свойства декартовых произведений и опреде-
лены четыре типа структур: C-кортеж, C-система, D-кортеж и 
D-система1. Они сформированы по определенным правилам и в сжатой 
(компактной) форме отображают отношения (т. е. множества элементар-
ных кортежей). В АК они имеют обобщенное название – АК-объекты. 

Будем считать, что каждое ДП (например, A  B  C) есть отноше-
ние (см. Определение 2), заданное в определенном универсуме (напри-
мер, в универсуме X  Y  Z). Имена множеств, из которых сформирован 
универсум (в данном случае, X, Y, Z), называются атрибутами отноше-
ния, а множество всех значений атрибута – доменом этого атрибута. По-
следовательность имен атрибутов, заключенная в квадратные скобки (в 
нашем примере она равна [XYZ]), задает схему отношения. 

Таким образом, каждое рассматриваемое далее ДП будет задано в 
определенном универсуме и, следовательно, в определенной схеме отно-
шения. При этом каждое множество в заданном ДП (например, B) соот-
ветствует определенному атрибуту (в данном примере – Y), и должно со-
блюдаться правило: каждое множество в заданном ДП отношения есть 
подмножество домена соответствующего атрибута (в нашем примере 
A  X, B  Y, C  Z). 

Сделаем еще один важный шаг в изменении системы обозначений 
для ДП, а именно, избавимся от знака . Вместо традиционной записи 
ДП типа R = A  B  C будем писать  

R[XYZ] = [A B C].  
Расшифровка этой записи следующая: отношение с именем R зада-

но в универсуме X  Y  Z и равно ДП A  B  C. 

                                                 
1 Префиксы "C" и "D" в обозначениях АК-объектов выбраны не случайно. 

Это сокращенные обозначения логических терминов "конъюнкция" (conjunction) и 
"дизъюнкция" (disjunction), которые обозначают структуры, соединенные логически-
ми связками "И" (конъюнкция) и "ИЛИ" (дизъюнкция). При сопоставлении со струк-
турами математической логики мы обоснуем, что C-кортежи соответствуют конъюнк-
ции, а D-кортежи – дизъюнкции.  
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Разумеется, возникает вопрос, с какой целью отменяется общепри-
нятая запись ДП, ведь пока не видно никакого упрощения? Ответ таков: 
как выяснится далее, все свойства ДП и операции с ними являются опе-
рациями и сравнениями с кортежами множеств, из которых формируется 
само ДП, и, если ДП записывать традиционно, то при выполнении опера-
ций и обосновании свойств появляется много лишних, порой мешающих 
ясному пониманию, обозначений. Кроме того, немалую роль в обоснова-
нии многих свойств ДП играет универсум, в котором это ДП задано.  

По сути, мы уже определили первый АК-объект. 
Определение 3. C-кортеж есть ограниченный прямыми скобками 

кортеж множеств, моделирующий отношение, которое равно ДП этих 
множеств в заданной схеме отношения.  

Таким образом, соотношение R[XYZ] = [A B C] – запись трехмест-
ного C-кортежа. Ясно, что C-кортеж обеспечивает сжатое представле-
ние множества элементарных кортежей. 

Определение 4. Компонентами называются множества, входящие 
в состав C-кортежа и других АК-объектов и равные некоторым подмно-
жествам доменов соответствующих атрибутов. 

Связь между компонентами и атрибутами определяется порядком 
расположения атрибутов в схеме отношения. Так, компонента B в 
C-кортеже R[XYZ] = [A B C] соответствует атрибуту Y. 

Приведем примеры.  
Пример 2. Допустим, к условиям Примера 1 добавлено ограниче-

ние: «Валя не любит белый цвет». Как это ограничение можно выразить с 
помощью C-кортежа? 

Сначала определим универсум  
X  Y  Z = {Н, В, А}  {Б, С, З}  {Б, С, З} 
В этом универсуме заданное ограничение формулируется как 

C-кортеж R[XYZ] = [{В} {С, З} {С, З}]. 
Пример 3. В универсуме из Примера 2 рассмотрим два элементар-

ных кортежа: (В, С, З) и (В, Б, С) и определим, принадлежат ли они 
C-кортежу R[XYZ]. Первый элементарный кортеж, несомненно, принад-
лежит, так как каждый его элемент есть элемент соответствующей ком-
поненты C-кортежа. Что касается второго элементарного кортежа, его 
принадлежность C-кортежу R[XYZ] не подтверждается, поскольку его 
второй элемент не принадлежит второй компоненте C-кортежа P[XYZ], 
но в то же время он принадлежит универсуму X  Y  Z.  
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В дальнейшем при обосновании свойств C-кортежей часто будет 
использоваться следующее соотношение:  

если в элементарном кортеже T имеется хотя бы один элемент 
ai, который не является элементом соответствующей компоненты в 
C-кортеже R, то T  R. 

Определение 5. Однотипными называются АК-объекты с одина-
ковыми схемами отношений. 

Опишем свойства C-кортежей и операции с ними. Сначала будем 
рассматривать операции с однотипными АК-объектами. А позже позна-
комимся с методами, позволяющими выполнять операции с 
АК-объектами, у которых разные схемы отношения. Формулируемые 
ниже свойства и операции для однотипных C-кортежей эквивалентны 
известным свойствам декартовых произведений, рассмотренным в 
[2, 16]. Отличие в том, что здесь они выражены в структурах АК, а для 
дотошных читателей приводятся их доказательства.  

Рассмотрим два однотипных C-кортежа: P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN] (в однотипных АК-объектах схему отношения в записи 
можно не приводить). Ясно, что эти C-кортежи содержат множества эле-
ментарных кортежей. Требуется найти признаки, что один C-кортеж яв-
ляется подмножеством другого. Было бы желательно, чтобы для ответа 
на данный вопрос не потребовалось вычислений ДП C-кортежей, так как 
во многих случаях для этого требуются значительные (а порой и недос-
тижимые) затраты времени. 

Теорема 1 (проверка включения однотипных C-кортежей). Пусть 
даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. 
Тогда P  Q, если и только если Pi  Qi верно для всех соответствующих 
пар компонент сравниваемых C-кортежей. 

Доказательство. Если условие Pi  Qi соблюдается для всех пар 
компонент, то ясно, что любой элементарный кортеж из P содержится и в 
Q, т. е. P  Q. Предположим, что имеется пара компонент (например, Pi и 
Qi), для которых не верно, что Pi  Qi. Это значит, что в Pi имеется эле-
мент ai такой, что ai  Pi и ai  Qi. Таким образом, в системе имеется 
элементарный кортеж с ai, который содержится в P, но не принадлежит 
Q. Следовательно, при нарушении Pi  Qi для всех пар компонент соот-
ношение P  Q тоже нарушено. Конец доказательства. 

Рассмотрим пример. Даны C-кортежи  
P = [{a, d} {b, c} {b, f}] и Q = [{a, c, d} {b, c} {b, c, f}]. 
Нужно проверить с помощью Теоремы 1, соблюдается ли P  Q. 
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Нетрудно убедиться, что {a, d}  {a, c, d}; {b, c}  {b, c} и 
{b, f}  {b, c, f}. Следовательно, P  Q. 

Перейдем к операциям с C-кортежами. Начнем с пересечения. 
Теорема 2 (пересечение однотипных C-кортежей). Пусть даны два 

однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. Тогда 
P  Q = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN]. 
Доказательство. Необходимость легко проверяется: если все эле-

менты ai элементарного кортежа принадлежат пересечениям Pi  Qi со-
ответствующих компонент, то этот кортеж содержится как в P, так и в Q 
и, следовательно, в P  Q. Покажем достаточность. Если в элементарном 
кортеже имеется элемент ai такой, что ai  Pi  Qi, этот элементарный 
кортеж не может содержаться одновременно в P и Q и, следовательно, не 
может содержаться в P  Q. Конец доказательства. 

Рассмотрим пример. Пусть заданы C-кортежи: 
P = [{a, c, d} {b, c} {b, c, f}] и Q = [{a, b, c, d} {a, c, d} {b, c, d}]. 
Используя Теорему 2, вычислим их пересечение. Тогда получим: 
PQ = [{a, c, d}{a, b, c, d} {b, c}{a, c, d} {b, c, f}{b, c, d}] = 
 = [{a, c, d} {c} {b, c}]. 
Результат вычисления P  Q преобразуется в обычный вид множе-

ства элементарных кортежей путем вычисления ДП компонент 
C-кортежа [{a, c, d} {c} {b, c}]. То же можно получить, выполнив сле-
дующие операции: 

1) вычислить ДП для C-кортежа P (в соответствии с формулой (2.1) 
раздела 1 в нем содержится 18 элементарных кортежей); 

2) найти ДП для C-кортежа Q (он включает 36 элементарных кор-
тежей); 

3) выбрать из этих совокупностей одинаковые элементарные кор-
тежи.  

Нетрудно убедиться, что искать результат таким путем намного 
сложнее, чем с помощью Теоремы 2. 

При вычислении P  Q возможна ситуация, когда среди пар ком-
понент будут присутствовать пары, пересечение которых равно пустому 
множеству. Каков тогда будет результат пересечения? Ответ дается в 
следующей теореме. 

Теорема 3 (пустое пересечение однотипных C-кортежей). Пусть 
даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN], и в 
них имеется, по крайней мере, одна пара Pi и Qi компонент, для которых 
Pi  Qi = . Тогда P  Q = .  
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Доказательство. Pi  Qi =  означает, что любой элемент ai в 
любом элементарном кортеже не содержится одновременно в Pi и Qi и, 
следовательно, любой элементарный кортеж не принадлежит P и Q одно-
временно. Следовательно, P  Q = . Конец доказательства. 

Рассмотрим пример. Пусть заданы C-кортежи: 
P = [{a, c, d} {b, c} {b, c, f}] и Q = [{b, c, d} {d} {b, c, d}]. 

Используя Теорему 2, вычислим их пересечение. Тогда получим: 
P  Q = [{a, c, d}  {b, c, d}  {b, c}  {d}  {b, c, f}  {b, c, d}] =  
= [{c, d}  {b, c}] = . 
Перейдем к следующей операции. Рассмотрим, как выполняется 

операция объединения C-кортежей. Здесь оказывается не так все просто, 
как при их пересечении. Докажем следующую теорему.  

Теорема 4 (объединение однотипных C-кортежей). Пусть даны два 
однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. Тогда 

P  Q  [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN]. 
Доказательство. Пусть R = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN]. Сна-

чала докажем, что равенство P  Q = R не всегда верно. Для доказатель-
ства достаточно привести один пример, не подтверждающий это равен-
ство. Пусть P = [{d} {c}] и Q = [{a} {b, c}]. Если представить P и Q в ви-
де множеств элементарных кортежей, то получим следующий правиль-
ный результат: P  Q = {(d, c), (a, b), (a, c)}.  

Если вычислять по формуле  
P  Q = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN], то получим  
P  Q = [{d}{a}  {c}{b, c}] = [{d, a}  {b, c}] =  
= {(d, b), (d, c), (a, b), (a, c)}.  
При сравнении результатов вычислений видно, что во втором слу-

чае появился лишний элементарный кортеж (d, b). Следовательно, равен-
ство не подтверждается. 

Докажем P  Q  R. Рассмотрим произвольную пару Pi и Qi ком-
понент. Для любого элемента pk, принадлежащего Pi, соблюдается 
pk  Pi  Qi. Поскольку это верно для всех пар компонент, то верно и 
P  R. То же самое можно сказать относительно любого элемента qk, 
принадлежащего Qi: qk  Qi влечет qk  Pi  Qi. Следовательно, Q  R. 
Из P  R и Q  R следует P  Q  R. Конец доказательства. 

Следует отметить, что случаи, когда  
P  Q  [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN],  
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значительно преобладают. Но в то же время интересно узнать, в каких 
случаях соблюдается равенство. 

Теорема 5. Для однотипных C-кортежей P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN] равенство P  Q = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN] со-
блюдается в следующих двух случаях: 

1) P  Q или Q  P; 
2) для всех пар Pi и Qi выполняется Pi = Qi, за исключением одной 

пары. 
Доказательство. Случай 1, с учетом Теоремы 1, очевиден, его 

можно не рассматривать. Рассмотрим случай 2. Не нарушая общности, 
будем считать «особенной» пару компонент P1 и Q1, для которых не име-
ет места ни P1  Q1, ни в Q1  P1 (иначе это случай 1). Тогда, с учетом 
равенств Pi = Qi для остальных пар, требуется доказать равенство P  Q = 
[P1Q1 R2 … Ri … RN], где Ri = Pi = Qi. Поскольку по Теореме 4 соблюда-
ется отношение P  Q  [P1Q1 R2 … Ri … RN], достаточно доказать, что 
в C-кортеже [P1Q1 R2 … Ri … RN] не существует элементарных корте-
жей, которые не входили бы в состав P  Q. Предположим, что такой 
элементарный кортеж существует. Пусть это будет T = (t1, t2, …, ti, …, tN). 
Из условия для случая 2 ясно, что как в P, так и в Q существуют элемен-
тарные кортежи, у которых последовательности элементов, за исключе-
нием первого, совпадают с (t2, …, ti, …, tN). Сомнение вызывает элемент 
t1. Известно, что t1  P1  Q1, т. е. t1  P1 или t1  Q1. Если t1  P1, то 
T  P, а если t1  Q1, то T  Q. Следовательно, T  P  Q. Конец доказа-
тельства. 

Рассмотрим пример. Пусть заданы C-кортежи: 
P = [{a, c, d} {b, c} {b, c, d}] и Q = [{a, c, d} {a, c, d} {b, c, d}]. 
Необходимо вычислить их объединение в соответствии с Теоре-

мой 5. Проверим условия. Очевидно, первый случай не подходит, зато 
условия для второго случая соблюдаются: первые и третьи компоненты у 
них равны, и только одна (вторая) пара компонент не равны друг другу. 
Тогда в соответствии с теоремой 

P  Q = [{a, c, d} {a, b, c, d} {b, c, d}]. 
Возникает вопрос, можно ли найти новые случаи, в добавление к 

тем, которые выражены в Теореме 5, для которых соблюдается равенство  
P  Q = [P1  Q1    P2  Q2 … PN  QN]? 
Видимо, ответ отрицательный. Чтобы это обосновать, посмотрим, 

что получится, если немного ослабить условие для случая 2 Теоремы 5. 
Предположим, что для первой пары, как и в теореме, не соблюдается ни 
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P1  Q1, ни Q1  P1, но для одной из оставшихся пар (пусть это будет 
вторая пара) вместо равенства P2 = Q2 используем строгое включение 
P2  Q2. Примером такого послабления является пара C-кортежей  

P = [{a, c} {b}] и Q = [{b, c} {a, b}]. 
Сначала вычислим  
P  Q = {(a, b), (c, b)}  {(b, a), (b, b), (c, a), (c, b)} =  
= {(a, b), (c, b) (b, a), (b, b), (c, a)}. 
Элементарный кортеж (c, b) содержится как в P, так и в Q, поэтому 

в P  Q содержится не 6, а 5 элементарных кортежей. Вычислим теперь  
[P1  Q1 P2  Q2] = [{a, b, c} {a, b}] =  
= {(a, a), (a, b), (c, b) (b, a), (b, b), (c, a)}. 
Нетрудно видеть, что во втором вычислении появился лишний 

элементарный кортеж (a, a), что говорит о том, что послабление не дало 
ожидаемого результата. Расчет подтверждает предположение о невоз-
можности найти новые условия для равенства  

P  Q = [P1  Q1  P2  Q2  …  PN  QN]. 
В данном разделе с помощью C-кортежей описаны почти все из-

вестные свойства ДП. Еще одно известное свойство ДП рассмотрено в 
разделе 2.4 (Теорема 9). В следующих разделах излагаются новые свой-
ства, для описания которых потребовалось введение других типов 
АК-объектов.  

2.2. C-системы и операции с ними 

Как мы уже убедились, объединение некоторых однотипных 
C-кортежей не всегда удается отобразить с помощью единственного 
C-кортежа. Поэтому целесообразно ввести новую структуру, которая 
представляет объединение C-кортежей.  

Определение 6. C-системой называется АК-объект, который ра-
вен объединению произвольного числа однотипных C-кортежей. Эти 
C-кортежи записываются друг под другом, и полученная структура огра-
ничивается прямыми скобками.  

По сути, C-система есть объединение множеств элементарных 
кортежей, содержащихся во включенных в нее C-кортежах. 

Например, результатом объединения однотипных C-кортежей 
P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN] будет C-система 

P  Q = 








N

N

Q...QQ

P...PP

21

21 . 
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C-системы по виду напоминают матрицы, но операции с 
C-системами существенно отличаются от операций с матрицами. Каждый 
столбец в C-системе соответствует одному определенному атрибуту, а 
каждая строка – включенному в нее C-кортежу. C-системы могут состо-
ять из произвольного множества строк. Ясно, что перестановка строк не 
изменяет содержания C-системы. 

Рассмотрим C-систему  

R[XYZ] =

     
     
      
















bgc,b

c,ah,fd,b

c,bh,g,fd,a

. 

Отношение R возможно преобразовать в эквивалентное множе-
ство элементарных кортежей, если последовательно "разворачивать" ка-
ждый из C-кортежей, содержащихся в C-системе, во множество элемен-
тарных кортежей. При этом надо учитывать, что некоторые элементар-
ные кортежи могут содержаться в разных C-кортежах, и повторяющиеся 
элементарные кортежи надо удалять, оставляя только один из них. 
В C-системе R таковы первый и второй C-кортежи, так как результат их 
пересечения (см. Теорему 2) не пуст – это C-кортеж [{d} {f, h} {c}]. Зна-
чит, элементарные кортежи (d, f, c) и (d, h, c) содержатся в каждом из 
этих C-кортежей. 

Теперь можно перейти к следующим операциям, а именно к опера-
циям объединения и пересечения C-систем.  

Теорема 6 (объединение C-систем). Объединение однотипных 
C-систем есть C-система, в которую включены все C-кортежи объеди-
няемых C-систем.  

Теорема непосредственно следует из Определения 6.  
Теорема 7 (пересечение C-кортежа и C-системы). Пусть даны од-

нотипные C-кортеж P и C-система Q. Результатом их пересечения будет 
C-система, содержащая все непустые пересечения C-кортежа P с каждым 
C-кортежем из Q. 

Доказательство. Поскольку C-кортеж P и все C-кортежи Qi 
C-системы Q являются множествами, то пересечение P  Q можно вы-
полнить, используя закон дистрибутивности пересечения. Если при пере-
сечениях P  Qi получаются пустые C-кортежи, то в объединении мно-
жеств их можно не учитывать. Конец доказательства.  

Пример 4. Пусть в схеме отношения [XYZ] заданы C-кортеж  
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P = [{b, c} {f, g} {a, c}] и C-система Q = 

     
     
      
















bgc,b

c,afd,b

c,bg,fd,a

.  

Требуется вычислить P  Q. 
Выполним вычисления в соответствии с Теоремой 7. 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{a, d} {f, g} {b, c}] = ; 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{b, d} {f} {a, c}] = [{b} {f} {a, c}]; 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{b, c} {g} {b}] = . 
В результате пересечений непустым оказался один C-кортеж. 

В итоге получим  
P  Q = [{b} {f} {a, c}]. 
Теорема 8 (пересечение двух C-систем). Пусть даны однотипные 

C-системы P и Q. Результатом их пересечения будет C-система, содер-
жащая все непустые пересечения каждого C-кортежа из P с каждым 
C-кортежем из Q. 

Доказательство. Здесь, как и в Теореме 7, применяется закон ди-
стрибутивности, но в более сложном формате. Конец доказательства. 

Пример 5. Пусть заданы две C-системы  

P = 
     
     






c,ag,fc,b

bfd,b,a
, Q = 

     
     
      
















bgc,b

c,afd,b

c,bg,fd,a

.  

Необходимо вычислить их пересечение, что выполняется в сле-
дующем порядке: 

1) находим пересечение всех пар C-кортежей, содержащихся в раз-
ных C-системах: 

[{a, b, d} {f} b}]  [{a, d} {f, g} {b, c}] = [{a, d} {f} {b}]; 
[{a, b, d} {f} {b}]  [{b, d} {f} {a, c}] = ; 
[{a, b, d} {f} {b}]  [{b, c} {g} {b}] = ; 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{a, d} {f, g} {b, c}] = ; 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{b, d} {f} {a, c}] = [{b} {f} {a, c}]; 
[{b, c} {f, g} {a, c}]  [{b, c} {g} {b}] = . 
2) из оставшихся непустых C-кортежей формируем C-систему:  

P  Q =
     
     






c,afb

bfd,a
. 
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2.3. Фиктивные компоненты 

Для того, чтобы двигаться дальше (в частности, определить опера-
цию дополнения), требуется ввести некоторые новые термины, а именно 
фиктивные компоненты. Слово «фиктивные» в математической теории 
отношений применяется к атрибутам, которые могут добавляться в от-
ношение и при этом содержат полный набор всех своих значений для 
каждого элемента отношения, т. е., по сути, не приводят при своем до-
бавлении к каким-либо ограничениям. Для чего это нужно, станет из-
вестно позже, но в АК «фиктивные» свойства относятся не только к ат-
рибутам, но и к компонентам.  

Определение 7. Фиктивными компонентами в АК называются 
два типа компонент: 1) полная компонента (), равная домену соответ-
ствующего атрибута, и 2) пустая компонента (). 

Для лучшего понимания данного определения рассмотрим пример. 

Пусть задана C-система R[XYZ] = 










ED

CA
. Значение двух полных 

фиктивных компонент в ней определяется их местоположением. Фиктив-
ная компонента в первой строке находится во втором столбце и, соответ-
ственно, равна домену атрибута Y, а компонента  во второй строке нахо-
дится в третьем столбце и, значит, равна домену атрибута Z. Если нужно 
выразить C-систему R[XYZ] в виде множества элементарных кортежей, то 
требуется вычислять это отношение по формуле 

R[XYZ] = (A  Y  C)  (D  E  Z). 
Здесь вместо фиктивных компонент вставлены соответствующие 

атрибуты. 
Из предыдущего ясно, что операции алгебры множеств с 

АК-объектами состоят из операций с отдельными компонентами, причем 
только с теми, которые относятся к одному и тому же атрибуту. Поэтому 
при необходимости выполнения операций с компонентами, среди кото-
рых имеется полная компонента () и какая-либо компонента A, можно 
не выяснять, какому атрибуту соответствует полная компонента. В таких 
случаях действуют следующие правила: 

(i) A   = A; A   =  и  

(ii)   =  ;   = . 
Пустая компонента соответствует пустому множеству. Ее присут-

ствие в C-кортеже (см. Теорему 3) означает, что он равен пустому мно-
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жеству. Но пустая компонента имеет важное смысловое значение в 
структурах, которые будут определены далее. 

2.4. D-кортежи и D-системы 

Таким образом, мы убедились, что для отношений, заданных в ви-
де C-кортежей или C-систем, выполнимы две операции алгебры мно-
жеств – пересечение и объединение. Чтобы обеспечить полное соответ-
ствие АК и алгебры множеств, необходимо рассмотреть еще одну опера-
цию – дополнение.  

Дополнением многоместного отношения R называется множество 
всех содержащихся в универсуме элементарных кортежей, которые оста-
нутся, если из универсума изъять все элементарные кортежи, принадле-
жащие R. Значит, дополнение некоторого C-кортежа R можно вычислить 
с помощью следующего алгоритма. 

Плохой (т. е. неоправданно трудоемкий) алгоритм вычисления 
дополнения C-кортежа: 

1) «Развернуть» (т. е. разложить на элементарные кортежи) 
C-кортеж R и соответствующий ему универсум U; 

2) Из «развернутого» U исключить все элементарные кортежи, со-
держащиеся в R. Оставшиеся элементарные кортежи будут представлять 

дополнение R (т. е. R ). 
Ясно, что такая операция весьма трудоемка, а во многих случаях, 

когда требуется работать с бесконечными множествами, вообще невы-
полнима. Задача существенно упрощается при использовании соотноше-
ний АК, о которых речь пойдет далее. 

Определим сначала дополнение компоненты C-кортежа. Если 
многоместное отношение задано в пространстве, и каждый атрибут по-
следнего представлен некоторым множеством, то универсумом каждой 
компоненты C-кортежа будет домен соответствующего ей атрибута, а 
дополнением – множество, содержащее все элементы этого домена, не 
принадлежащие данной компоненте. Например, пусть в пространстве 
U = X  Y  Z задан C-кортеж R = [R1 R2 R3]. Тогда соответственно  

1R = X \ R1; 2R = Y \ R2; 3R = Z \ R3, 

где знаком «\» обозначена операция разности множеств. 
Рассмотрим еще одну очень важную структуру. 
Определение 8. Диагональной C-системой называется C-система 

с одинаковым числом строк и столбцов, диагональ которой содержит не-
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фиктивные компоненты, а все остальные компоненты есть фиктивные 
полные компоненты (). 

Пример диагональной C-системы размерности 3  3: 

R[XYZ] = 





















C

B

A

. 

Заметим, что расположение нефиктивных компонент строго по 
диагонали в диагональных C-системах необязательно. Важно, чтобы ка-
ждый столбец и каждая строка содержали только одну нефиктивную 
компоненту. Таким образом, 

R[XYZ]=





















C

B

A

=





















C

A

B

=






















A

B

C

=






















B

A

C

=... 

Доказательство равенства этих C-систем исходной C-системе 
R[XYZ] основано на том, что все они образованы с помощью перестанов-
ки строк исходной C-системы R[XYZ]. 

Теорема 9. Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 ... Pn-1 Pn] есть диаго-

нальная C-система R = 


























nP...

............

...P

...P

2

1

 размерности n  n, где каждая 

диагональная компонента – дополнение соответствующей компоненты 
C-кортежа P. 

Доказательство. Пусть U = X1  X2  …  Xn – универсум, в кото-
ром заданы C-кортеж P и C-система R. Для доказательства теоремы дос-
таточно проверить, что  

(i)  R  P =   и  (ii) R  P = U.  
Докажем (i). Пусть Ri – C-кортеж с номером i в диагональной 

C-системе R. В каждом Ri диагональная компонента с номером i пред-
ставляет собой дополнение компоненты с тем же номером в P. Следова-
тельно, пересечение любого C-кортежа из R с C-кортежем P есть пустое 
множество. Значит, R  P = . 

Докажем (ii). Для этого достаточно доказать, что любой элемен-
тарный кортеж (a1, a2, ..., an) из U, если он не принадлежит P, обязательно 
принадлежит R. Ясно, что в P не входят все те элементарные кортежи из 
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U, у которых, по крайней мере, один элемент не содержится в соответст-
вующей компоненте C-кортежа P. Допустим, что это элемент ai. Следо-

вательно, ai  iP . Тогда этот элементарный кортеж принадлежит 

C-кортежу Ri = [ ...  iP   ... ], который содержится в C-системе R. От-

сюда следует, что любой элементарный кортеж из U, не содержащийся в 
C-кортеже P, принадлежит R. Конец доказательства. 

Пример 6. Пусть в пространстве 
U = X  Y  Z = {a, b, c, d}  {f, g, h}  {a, b, c}  

задан C-кортеж T = [{b, d} {f, h} {a, b}]. Его дополнением в соответствии 
с Теоремой 9 будет C-система 

T = 

 
 

 



















b,a\Z

h,f\Y

d,b\X

=

 
 

 



















c

g

c,a

. 

Если в исходном C-кортеже содержатся полные компоненты, то 
его дополнение будет содержать C-кортежи с пустыми компонентами, 
которые можно удалить. Например, если в том же пространстве U задан 
C-кортеж T1 = [{a, c}  {b, c}], то, вычислив его дополнение согласно 
Теореме 9, мы убедимся, что дополняющая его C-система содержит два 
C-кортежа: 

1T = 

 

 



















a

d,b

=
 

 









a

d,b
, 

поскольку второй C-кортеж в 1T  пустой, и в объединении его можно не 

учитывать. 
Перейдем к определению D-кортежей и D-систем. Рассмотрим 

диагональную C-систему. Очевидно, информация о ней содержится толь-
ко в диагональных компонентах, а все остальные компоненты избыточ-
ны, хотя их может быть немало. Например, диагональная C-система раз-
мерности 5  5 содержит 25 компонент, и из них полных компонент – 20. 
С учетом этого запись диагональной C-системы можно существенно со-
кратить, если записать только кортеж диагональных компонент. А чтобы 
не путать этот кортеж с C-кортежем, ограничим его другими скобками. 
Тогда получится еще один тип АК-объекта. 
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Определение 9. D-кортеж – это кортеж диагональных компонент 
диагональной C-системы, ограниченный парой (], [) перевернутых пря-
мых скобок. 

В соответствии с Теоремой 9 и Определением 9 дополнение любо-
го C-кортежа есть D-кортеж, каждая компонента которого равна допол-
нению соответствующей компоненты исходного C-кортежа. 

Например, дополнение C-кортежа P = [P1 P2 ... Pn-1 Pn] из Теоре-

мы 9 равно D-кортежу ] 1P  2P  ... 1nP  nP [, дополнение C-кортежа 

T = [{b, d} {f, h} {a, b}] из примера 6 – D-кортежу ]{a, c} {g} {c}[. Для 
записи дополнения C-кортежа, содержащего фиктивные компоненты, 
используются D-кортежи, у которых на месте соответствующих фиктив-
ных компонент исходного C-кортежа расположены фиктивные компо-
ненты "". Например, дополнение C-кортежа [{a, d}  {b}] равно 
D-кортежу ]{b, c}  {a, c}[.  

Ясно, что пустая компонента в D-кортежах отнюдь не означает, что 
данный D-кортеж пуст. Ее присутствие говорит о том, что при вычисле-
нии дополнения такого D-кортежа будет получен C-кортеж, у которого на 
месте пустой компоненты появится полная компонента. С учетом сказан-
ного справедлива следующая теорема. 

Теорема 10. Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 ... Pn] равно 

D-кортежу ] 1P  2P  ... nP [, а дополнение D-кортежа Q = ]Q1 Q2 ... Qn[ есть 

C-кортеж [ 1Q  2Q  ... nQ ]. 
Можно предположить, что после D-кортежа, по аналогии с 

C-системами, очередным и последним типом АК-объекта должна быть 
структура, содержащая множество D-кортежей. Вопрос заключается в 
том, как интерпретировать эту структуру, чтобы понять, с помощью ка-
кого алгоритма ее можно преобразовать во множество элементарных 
кортежей. Рассмотрим пример. 

Пример 7. В пространстве  
U = X  Y  Z = {a, b, c, d}  {f, g, h}  {a, b, c}  

задана C-система R =
   

   









c,ah,f

gd,b
. Требуется вычислить ее до-

полнение. 
Для решения задачи используем один из законов де Моргана, ко-

торый для общего случая формулируется так. Пусть задано объединение 
множеств A1  A2  …  An. Тогда 
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nA...AA  21 = 1A  2A … nA . 

C-система является объединением C-кортежей. Поэтому по закону 
де Моргана ее дополнением будет пересечение дополнений содержащих-
ся в ней C-кортежей. Дополнения C-кортежей можно вычислить по Тео-
реме 10 и получить соответствующие D-кортежи. Тогда найдем:  

R = ]{a, c} {f, h} [  ] {g} {b}[. 
Но пересечение однотипных D-кортежей, как и объединение одно-

типных C-кортежей, можно записать в виде матрицы, воспользовавшись 
для этого другими ограничивающими скобками: 

R =
   

   









bg

h,fc,a
. 

Таким образом, мы пришли к определению четвертого типа 
АК-объекта. 

Определение 10. D-система – это структура, которая записывает-
ся как матрица, ограниченная парой (], [) перевернутых прямых скобок, 
причем строки матрицы представлены однотипными D-кортежами, а вся 
структура моделирует отношение, равное пересечению этих D-кортежей. 

Теперь у нас достаточно сведений, чтобы определить алгоритмы 
вычисления дополнений для C-систем и D-систем. 

Теорема 11. Дополнение C-системы есть D-система той же размер-
ности, все компоненты которой равны дополнениям соответствующих 
компонент исходной C-системы.  

Теорема 12. Дополнением D-системы есть C-система той же раз-
мерности, все компоненты которой равны дополнениям соответствую-
щих компонент исходной D-системы. 

Для обоснования Теоремы 11 используется один из законов де 
Моргана (см. пример 7). Для обоснования Теоремы 12 применяется вто-
рой закон де Моргана: 

nA...AA  21 = 1A  2A … nA . 

Иногда требуется преобразовать D-систему во множество элемен-
тарных кортежей. Как эта задача решается для C-систем, нам известно 
(раздел 2.2), поэтому приведем алгоритм, позволяющий преобразовать 
D-системы в C-систему. 

Алгоритм 1 (преобразование D-системы в C-систему): 
1) используя Определение 8, преобразовать каждый D-кортеж ис-

ходной D-системы в диагональную C-систему; 
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2) по Теореме 8, последовательно вычислить пересечение 
C-систем, полученных на шаге 1. 

Алгоритм преобразования D-систем в C-системы, несмотря на про-
стоту формулировки, во многих случая оказывается весьма трудоемким. 
Для систем большой размерности он может стать практически нереали-
зуемым. Поэтому его целесообразно использовать по возможности реже. 
Однако в АК разработаны методы и приемы, позволяющие при операци-
ях с АК-объектами либо избежать применения этого алгоритма (т. е. ра-
ботать непосредственно с D-системами), либо применять методы, позво-
ляющие во многих частных случаях значительно уменьшить нужные для 
его выполнения вычислительные ресурсы [6, 7]. Некоторые из этих мето-
дов приведены в разделе 5.2.1 (Пример 10).  

Пример 8. Преобразовать D-систему R =
   

   









bg

h,fc,a
 в 

C-систему. 

Сначала преобразуем каждый D-кортеж из R  в диагональную 
C-систему: 

]{a, c} {f, h} [  = 

 
 





















h,f

c,a
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] {g} {b}[ =  
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Вычислим по Теореме 8 пересечение этих C-систем: 

 
  











h,f

c,a


 
 









b

g
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bh,f

bc,a

gc,a

. 

В итоге получилась C-система с тремя C-кортежами, так как пере-
сечение C-кортежей [ {f, h} ] и [ {g} ] – пустое множество. 

Представляет интерес частный случай, когда C-кортеж содержит 
фиктивные компоненты, за исключением одной, например, [  A ]. 
В таких случаях дополнением C-кортежа будет не только D-кортеж 

]  A  [, но и C-кортеж [  A  ]. 
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Теорема 13. Дополнение C-кортежа P = [  … Pi … ] с единст-
венной (i-ой) нефиктивной компонентой равно C-кортежу 

PC = [  … iP  … ]. 

Доказательство. Требуется показать, что (i) P  PC =  и 
(ii) P  PC = U. Равенство (i) верно в силу Теоремы 3, так как 

Pi  iP  = . Рассмотрим объединение C-кортежей P и PC. Их структура 

соответствует условию 2 Теоремы 5. Следовательно, 

P  PC = [  … Pi  iP  … ]. Поскольку Pi  iP = , то P  PC есть 

C-кортеж со всеми полными компонентами, т. е. он равен универсуму. 
Конец доказательства. 

Теорема 13 показывает, в частности, что одноместные АК-объекты 
при добавлении фиктивных атрибутов могут быть как C-кортежами, так и 
D-кортежами. 

Для полноты картины было бы желательно знать некоторые дру-
гие, не рассмотренные здесь, операции и соотношения для АК-объектов. 
Они приведены далее в тексте и в Приложении 1 в виде теорем с номе-
рами 14 – 36. Доказательства этих теорем здесь не даны – их можно най-
ти в литературе по АК [6, 7]. 

2.5. Пустые и универсальные АК-объекты 

Для решения многих задач, в том числе задач логического вывода 
(см. раздел 5), нередко необходимо определить, пуст ли данный 
АК-объект, или, наоборот, не содержит ли он все элементарные кортежи 
универсума. Оказывается, распознавание таких АК-объектов далеко не 
всегда бывает простым. 

Начнем с C-систем. Определить, что она равна пустому множеству, 
весьма просто – в такой системе все C-кортежи должны быть пустыми, 
что легко проверяется с помощью Теоремы 3. 

В то же время проверка равенства некоторых C-систем универсуму 
может оказаться весьма трудоемкой. В качестве примера рассмотрим 
следующую C-систему в универсуме  

U = X  Y  Z = {a, b, c}{f, g, h}{a, b, c}: 

P[XYZ] = 

     
 
   
      





















agc,a

h,fc,a

b

c,bgc,a

. 
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Можно доказать (это доказательство будет приведено ниже), что 
P[XYZ] = U, т. е. в этой C-системе содержатся все 27 элементарных кор-
тежей универсума. 

Для D-систем все наоборот. Легко определяется равенство 
D-системы универсуму, для этого нужно, чтобы все ее D-кортежи были 
бы равны универсуму. А D-кортеж равен универсуму, если хотя бы одна 
его компонента равна полной фиктивной компоненте. А вот определить, 
что некоторая D-система равна пустому множеству, порой довольно 
трудно. Пример пустой D-системы в том же универсуме: 

Q[XYZ] = 

     
 
   
     





















c,bh,fb

gb

c,a

ah,fb

. 

Один из способов проверки пустоты D-системы в АК – ее пре-
образование в C-систему (см. Алгоритм 1 в предыдущем разделе).  

Для этого надо преобразовать каждый ее D-кортеж в C-систему и 
вычислить пересечение полученных C-систем. Если полученная 
C-система окажется пустой, то и исходная D-система тоже пуста. По-
смотрим, что получится при преобразовании Q[XYZ] в C-систему. Снача-
ла преобразуем все D-кортежи в диагональные C-системы: 

{b}  {f, h}  {a}[ = 

 
 

 



















a

h,f

b

; 

]{a, c}     [ = [{a, c}     ]; 

]{b}  {g}   [ =
 

  










g

b
; 

]{b}  {f, h}  {b, c}[ =

 
 

 



















c,b

h,f

b

. 

Затем последовательно вычислим пересечение полученных 
C-систем (Теорема 8): 

 
 

 



















a

h,f

b

 [{a, c}     ] = 
   
   









ac,a

h,fc,a
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ac,a

h,fc,a


 
  











g

b
= [{a, c}  {g}   {a}]; 

[{a, c}  {g}   {a}] 
 

 
 




















c,b

h,f

b

= . 

Следовательно, Q[XYZ] = . Что касается C-системы P[XYZ], то 
для доказательства ее равенства универсуму достаточно убедиться, она 
дополняет D-систему Q[XYZ] (см. Теорему 11). А поскольку Q[XYZ] пус-
та, то ясно, что P[XYZ] = U.  

Алгоритм преобразования D-системы в C-систему весьма трудо-
емок, при больших размерностях D-системы (например, 40 атрибутов и 
60 D-кортежей в одной D-системе) он может оказаться не реализуемым 
за приемлемое время даже на современных вычислительных устройствах. 
Разработаны методы уменьшения трудоемкости этого алгоритма, кото-
рые во многих случаях помогают существенно сократить объем вычисле-
ний [6, 7].  

С учетом сказанного, в приложениях АК для проверки универсаль-
ности C-системы вычисляется ее дополнение (Теорема 11) и проверяется 
пустота полученной D-системы с помощью алгоритма преобразования ее 
в C-систему. 

3. Использование алгебры кортежей при решении 
логических задач 

При решении рассмотренных здесь задач используются следующие 
особенности. Первая заключается в том, что высказывания в условиях 
задачи можно легко записать в структурах АК. Вторая особенность по-
зволяет получить истинное высказывание, вычислив дополнение ложного 
высказывания. Однако при этом надо учитывать, что АК-объекту соот-
ветствует истинное утверждение, если он содержит хотя бы один истин-
ный элементарный кортеж, и ложное утверждение, если все элементар-
ные кортежи в данном АК-объекте ложные. Поэтому дополнение истин-
ного АК-объекта не обязательно ложно: в универсуме могут оказаться 
другие истинные элементарные кортежи. В то же время дополнение лож-
ного АК-объекта истинно, но при условии, что задача непротиворечива, 
т. е. содержит истинные элементарные кортежи. 
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Задача 1. В бутылке, кувшине, стакане и банке находятся молоко, 
лимонад, квас и вода. Известно, что вода и молоко не в бутылке, сосуд с 
лимонадом находится между кувшином и сосудом с квасом, в банке не 
лимонад и не вода. Стакан находится около банки и сосуда с молоком. 
Как распределены эти жидкости по сосудам? 

Сначала введем сокращения: бутылка – Бу, кувшин – К, стакан – С, 
банка – Ба, молоко – М, лимонад – Л, квас – Кв, вода – В. Универсум за-
дачи состоит из двух атрибутов: Жидкости и Сосуды и равен 
{М, Л, Кв, В}  {Бу, К, С, Ба}. Ограничения, сформулированные в зада-
че, можно выразить как C-кортежи. 

1) «Молоко и вода не в бутылке»: P1 = [{М, В} {К, С, Ба}]. 
2) «Сосуд с лимонадом находится между кувшином и сосудом с 

квасом» означает, что лимонад и квас не в кувшине:  
P2 = [{Л, Кв} {Бу, С, Ба}]. 
3) «В банке не лимонад и не вода»: P3 = [{М, Кв} {Ба}]. 
4) «Стакан находится около банки и сосуда с молоком» означает, 

что молоко не в банке и не в стакане: P4 = [{М} {Бу, К}]. 
Исходим из того, что все высказывания истинные. Это означает, 

что в каждом C-кортеже имеется хотя бы один истинный элементарный 
кортеж. Рассмотрим P3 и P4. P3 означает, что молоко может быть в банке, 
в то время как из P4 следует, что молоко в другом сосуде (в кувшине или 
в бутылке). Противоречие можно решить, если предположить, что в бан-
ке не молоко, а квас, тем самым определена первая пара (Кв, Ба). Молоко 
встречается в P1 и в P4. Вычислим их пересечение: 

P1  P4 = [{М} {К}] – из этой операции определилась вторая пара 
(М, К). 

Теперь из P1 можно исключить уже определенные М из Жидкостей 
и К и Ба из Сосудов. Тогда останется C-кортеж [{В} {С}] и соответст-
венно пара (В, С). Для четвертой пары остается единственный вариант 
(Л, Бу). 

Ответ: (Кв, Ба), (М, К), (В, С), (Л, Бу). 
Задача 2. Поиск клада. Перед нами три пещеры, в одной из них на-

ходится клад (К), в другой – полно змей (З), третья – пустая (П). Нужно 
определить, в какой пещере находится клад, если в качестве ориентиров-
ки заданы два высказывания, причем одно из них истинное, а другое – 
ложное, но какое именно, нам неизвестно. 

Первое: «Во 2-й пещере нет змей, а 3-я пещера не пуста». 
Второе: «1-я пещера не пуста, а во 2-й нет змей». 
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Для решения задачи выразим условия в виде C-кортежей. Универ-
сум равен ДП {К, З, П}  {К, З, П}  {К, З, П}. 

Первое высказывание: [ {П, К} {К, З}]. 
Второе высказывание: [{К, З} {П, К} ]. 
Сначала предположим, что первое высказывание истинно, а второе 

– ложно. Поскольку второе высказывание ложное, то истинным будет 
высказывание, равное дополнению C-кортежа, выражающего это выска-
зывание. Вычислив это дополнение, получим D-кортеж ]{П} {З} [, ко-
торый можно, используя Теорему 9, преобразовать в C-систему 
 

  










З

П
.  

Теперь у нас два истинных высказывания и, чтобы сузить поиск, 
необходимо найти их пересечение, используя Теорему 7. Тогда 

[ {П, К} {К, З}]  
 

  










З

П
 = [{П} {П, К} {К, З}]. 

Получен ответ в виде 4-х вариантов элементарных кортежей: 
1) (П, П, К); 
2) (П, П, З); 
3) (П, К, К); 
4) (П, К, З). 
Но из этих 4-х вариантов условию задачи соответствует только 

один – 4-й, так как в других вариантах имеются пещеры с одинаковым 
содержимым. Значит, при первом предположении клад находится в пе-
щере с номером 2.  

Теперь предположим, что истинно второе высказывание, а первое 
– ложно. Тогда второе высказывание остается без изменений, а для пер-
вого находим дополнение. Получаем D-кортеж ] {З} {П}[, который 

можно, используя Теорему 9, преобразовать в C-систему 
 

 









П

З
. 

Вычислим пересечение этих двух высказываний 
 

 









П

З
  [{К, З} {П, К} ] = [{К, З} {П, К} {П}]. 

Из всех возможных элементарных кортежей полученного 
C-кортежа условиям задачи удовлетворяет только элементарный кортеж 
(З, К, П). Он отличается от кортежа, полученного при проверке первой 
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гипотезы, но нас в данном случае интересует только, где находится клад. 
Как и в предыдущем варианте, он во второй пещере. 

Задача 3. Опять три пещеры, но теперь пустых нет. Клад только в 
одной из них, в других находятся змеи. У каждой из пещер приделаны 
таблички с надписями. Причем известно, что истинная только одна из 
них, остальные ложные. А какая из этих надписей истинная, нам неиз-
вестно. Надписи такие: 

1-я пещера: «Клад во 2-й пещере». 
2-я пещера: «Здесь змеи». 
3-я пещера: «Здесь змеи». 
Попробуем найти клад. Универсум задачи такой:  
{К, З}{К, З}{К, З}. 
Надпись на 1-й пещере: [ {К} ]; 
Надпись на 2-й пещере: [ {З} ]; 
Надпись на 3-й пещере: [  {З}]. 
Выдвигаем гипотезы. Первая: на 1-й пещере надпись истинная, на 

других – ложные. Если высказывание ложное, то истинным будет его 
дополнение. Здесь можно использовать Теорему 13. Тогда получим сле-
дующие истинные при сделанном предположении высказывания: 

[ {К} ]; 
[ {К} ]; 
[  {К}]. 
Если найдем их пересечение, то получим C-кортеж [ {К} {К}], это 

противоречит условию, что клад находится только в одной пещере.  
Проверим следующую гипотезу: на 2-й пещере надпись истинная, 

на других – ложные. После вычисления истинных высказываний для пер-
вой и третьей пещер получим 

[ {З} ]; 
[ {З} ]; 
[  {К}]. 
Их пересечение дает результат [ {З} {К}]. Из двух элементарных 

кортежей этого C-кортежа, (З, З, К) удовлетворяет всем условиям задачи. 
Значит, клад в 3-й пещере. 

Для полноты картины рассмотрим третью гипотезу: на 3-й пещере 
надпись истинная, на других – ложные. После вычисления дополнений 
для надписей на первой и на второй пещерах найдем: 

[ {З} ]; 
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[ {К} ]; 
[  {З}]. 
Пересечение этих C-кортежей равно пустому C-кортежу. Следова-

тельно, третья гипотеза неприемлема. Итак, правильной оказалась только 
одна гипотеза, и полученный ответ (клад в 3-й пещере) однозначен. 

Задача 4 [17]. Эта задача относится к серии задач об узнике, кото-
рому король предложил получить свободу, если он определит, в какой из 
комнат находится принцесса. Причем узник должен был не только опре-
делить, но и открыть эту комнату. Сложность заключалась в том, что в 
одной из комнат находился тигр, встреча с которым для узника была явно 
нежелательна. В то же время встреча с принцессой сулила узнику не 
только освобождение, но и возможность жениться на ней. Подсказками 
были надписи на дверях комнат, причем истинность или ложность под-
сказок заранее не была известна. 

Узнику предложили на выбор три комнаты, в одной из них нахо-
дилась принцесса, в другой тигр, а третья была пуста, причем известно, 
что надпись на двери комнаты с принцессой истинна, на двери комнаты с 
тигром – ложна, а надпись на двери пустой комнаты могла быть истин-
ной или ложной. Надписи были такими: 

комната 1: Комната 3 пуста; 
комната 2: Тигр сидит в комнате 1; 
комната 3: Эта комната пуста. 
Где находится принцесса? Мы даже не знаем, какие надписи лож-

ны, а какие истинны, поскольку не известно, где кто находится. 
Используем методы АК. Универсум содержит три атрибута (ком-

наты), в каждом из атрибутов возможны три ситуации. Обозначим ситуа-
ции числами: 

П – пустая комната;  
Пр – комната с принцессой;  
Т – комната с тигром.  
Тогда универсум всех возможных ситуаций задается как ДП 
{П, Пр, Т}{П, Пр, Т}{П, Пр, Т}. 
В соответствии с принятыми обозначениями, надписи на дверях 

комнат выразятся в виде C-кортежей: 
комната 1: [  {П}]; 
комната 2: [{Т}  ]; 
комната 3: [  {П}]. 
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Решение будем искать с помощью гипотез, в которых формулиру-
ется предполагаемое местоположение принцессы. Если при какой-либо 
гипотезе получится, что система не имеет противоречий, то эта гипотеза 
принимается, в противном случае отвергается. Если же непротиворечи-
выми окажутся две разные гипотезы с неодинаковым результатом, зна-
чит, задача содержит неопределенность, ее решение не единственно.  

Рассмотрим первую гипотезу. Предположим, что принцесса в пер-
вой комнате. Тогда получим следующие АК-объекты: 

Комната 1: [{Пр}  ] – первая гипотеза. Следовательно, надпись 
на дверях этой комнаты истинна, это означает, что комната 3 пуста: 

Комната 3: [  {П}] 
Из полученных результатов следует, что тигр во второй комнате, и 

надпись на ее дверях ложная. Поэтому истинной должна быть следующая 
запись: 

Комната 2: [{П, Пр}  ]. 
Проверим совместимость истинных (по нашему предположению) 

высказываний, вычислив их пересечение:  
[{Пр}  ]  [  {П}]  [{П, Пр}  ] = [{Пр}  {П}]. 
Следовательно, принцесса в первой комнате. Но этого недостаточ-

но, надо проверить и другие варианты, так как вполне возможен другой 
непротиворечивый результат. Предположим, что принцесса в комнате 2. 
Тогда: 

Комната 2: [ {Пр} ] – гипотеза «Принцесса во 2-й комнате». Сле-
довательно, надпись на дверях этой комнаты истинна, это означает, что в 
комнате 1 тигр: 

Комната 1: [{Т}  ], следовательно, надпись на двери этой комна-
ты ложная, т. е. комната 3 не пуста: 

Комната 3: [  {Пр, Т]. 
Проверим совместимость этих трех высказываний. Пересечение 

C-кортежей дает C-кортеж [{Т} {Пр} {Пр, Т}], который противоречит 
условию, что одна из комнат должна быть пустой. Следовательно, пред-
ложенная гипотеза не годится. 

Третья гипотеза (принцесса в комнате 3) легко опровергается, по-
скольку на двери 3-й комнаты написано [  {П}], чего не может быть, 
так как принцесса говорит только правду. 

Таким образом, совместимым является только первый вариант, из 
чего следует, что принцесса находится в комнате 1.  
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Задача 5. Команды А, Б, В, Г участвовали в эстафете. До соревно-
ваний три болельщика высказали следующие прогнозы. 

1) команда А займёт 1-е место, команда Б – 2-е; 
2) команда А займёт 2-е место, В – 3-е; 
3) команда В – 4-е место, Г – 2-е. 
В каждом прогнозе одна часть подтвердилась, а другая – нет. Какое 

место заняла каждая из команд, если учесть, что все команды заняли раз-
ные места? 

В этой задаче атрибутами будут команды (схема отношения 
[АБВГ]), а доменами атрибутов – места {1, 2, 3, 4}. Рассмотрим высказы-
вание первого болельщика (Б1). Если бы оно было истинным, то его 
можно было бы выразить с помощью C-кортежа [{1} {2}  ]. Если в 
этом высказывании подтверждается только одна часть, то для той части, 
которая не подтверждается, вычисляется дополнение соответствующей 
компоненты. Тогда возможны два варианта: [{2, 3, 4} {2}  ] или 
[{1} {1, 3, 4}  ]. Их можно представить в виде C-системы  

Б1[АБВГ] = 
  

    










2432

4311

,,

,,
.  

Аналогично выразим высказывания остальных двух болельщиков. 

Б2[АБВГ] = 
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; 

Б3[АБВГ] = 
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С целью уменьшения числа возможных вариантов вычислим пере-
сечение этих C-систем (Теорема 8).  
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Рассмотрим внимательно C-кортежи в полученной С-системе. Ока-
зывается, 2-й, 3-й и 4-й C-кортежи противоречат условиям задачи, так как 
в них разные команды занимают одно и то же 2-е место. Для дальнейше-
го анализа подходит только первый C-кортеж: [{1} {1, 3, 4} {3} {2}]. Из 
4-х его элементарных кортежей условиям задачи соответствует (1, 4, 3, 
2). Следовательно, места распределились так: 1-е место А, 2-е – Г, 3-е – 
В, 4-е – Б. 

4. Обобщенные операции в алгебре кортежей 

4.1. Операции с атрибутами  

Выше мы изучали аналитические возможности АК, используя 
только однотипные структуры. Однако на практике часто необходимо 
выполнять операции со структурами, имеющими разные схемы отноше-
ния. Оказывается, для этого необходимо, помимо операций с 
АК-объектами, ввести операции с их атрибутами, а именно: переимено-
вание атрибутов, обращение бинарных отношений, перестановка атрибу-
тов, добавление фиктивного атрибута, удаление (элиминация) атрибута. 
Рассмотрим их по порядку. 

1. Переименование атрибутов иногда требуется при операциях с 
отношениями с целью прослеживания связей, например, родители – дети 
– внуки.  

2. Обращение бинарных отношений – операция, с помощью ко-
торой образуется отношение, обратное исходному отношению. В частно-
сти, отношение «меньше» при обращении становится отношением 
«больше». Для выполнения операции обращения отношения, заданного 
бинарным АК-объектом, необходимо в схеме отношения изменить поря-
док атрибутов. Само отношение при этом не изменяется.  

Например, отношение x < y на множестве чисел {1, 2, 3} можно 

выразить с помощью C-системы L[XY] = 
  
    






32

321 ,
. Если поменять мес-

тами атрибуты в схеме отношения, то получим отношение  
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М[YX] = 
  
    






32

321 ,
, которое означает y < x или x > y. По сути, при 

обращении бинарных отношений выполняется двойное переименование 
атрибутов. Другой способ выполнения операции обращения заключается 
в том, что в АК-объекте меняются местами столбцы, а порядок атрибутов 

в схеме отношения не изменяется. Таким способом L[XY] = 
  
    






32

321 ,
 

преобразуется в М[XY] = 
   
   






23

132,
. 

3. Перестановка атрибутов – операция, при выполнении которой 
в матрице АК-объекта меняются местами столбцы, и одновременно в 
схеме отношения переставляются соответствующие атрибуты. 

При перестановке атрибутов содержание отношения, заданного 
АК-объектом, не изменяется. Эта операция необходима, чтобы привести 
АК-объекты с одинаковыми, но расположенными в разном порядке атри-
бутами, к виду, удобному для выполнения с ними операций алгебры 
множеств.  

Например, C-система P[YXZ] = 
     

   






 c,ac,b

bd,b,ah,f
 при пере-

становке атрибутов преобразуется в эквивалентную C-систему 

P[XYZ] = 
     
   






c,a*c,b

bh,fd,b,a
.  

4. Добавление фиктивного атрибута осуществляется только если 
добавляемый атрибут отсутствует в схеме отношения АК-объекта. При 
выполнении этой операции одновременно в схему отношения добавляет-
ся имя нового атрибута, а в структуру на соответствующее место вставля-
ется новый столбец с фиктивными компонентами, причем в C-кортежи и 
C-системы добавляются фиктивные компоненты "", а в D-кортежи и 
D-системы – фиктивные компоненты "".  

Спрашивается, в чем смысл этой операции? Рассмотрим пример. 
Пример 9. В базе данных некоторой фирмы имеется отношение со 

структурой Персонал_1(ФИО, Должность). В этом отношении год рож-
дения сотрудников не указан, следовательно, в пределах разумного диа-
пазона он может быть любым. Значит, в отношение Персонал_1 можно 
добавить фиктивный атрибут «Год рождения», но вместо конкретного 
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года рождения в каждой строке нужно поставить фиктивную компоненту 
«». По сути ничего не изменилось, но появляется возможность восста-
новить в отношении Персонал_1 год рождения каждого сотрудника, если, 
допустим, имеется другое отношение со структурой Персо-
нал_2(ФИО, Год рождения). Один из возможных алгоритмов такого вос-
становления таков: 

1) Добавить фиктивный атрибут «Год рождения» в отношение 
Персонал_1; 

2) Добавить фиктивный атрибут «Должность» в отношение Пер-
сонал_2; 

3) Выполнить пересечение полученных однотипных отношений. 
Аналогичный алгоритм можно использовать при решении некото-

рых задач в разделе 3, например, в Задаче 2 (Поиск клада). Атрибутами 
там были пещеры с номерами 1, 2 и 3. Обозначим их соответственно X, Y, 
Z. Тогда первое высказывание «Во 2-й пещере нет змей, а 3-я пещера не 
пуста» можно выразить C-кортежем M1[YZ] = [{П, К} {К, З}], а второе 
«1-я пещера не пуста, а во 2-й нет змей» – как C-кортеж  

M2[XY] = [{К, З} {П, К}].  
Если предположить, что второе высказывание ложно, то истинным 

высказыванием будет C-система 2M [XY] = 
 

 









З

П
. Для получения 

решения необходимо найти пересечение АК-объектов с разными схема-

ми отношения: M1[YZ]  2M [XY]. Чтобы это сделать, требуется привести 

эти АК-объекты к одинаковым схемам отношения, добавив фиктивный 

атрибут X в M1[YZ] и фиктивный атрибут Z в 2M [XY]. Потом выполним 

операцию пересечения с полученными однотипными АК-объектами: 

M1[YZ]  2M [XY] = [ {П, К} {К, З}] 
 

  










З

П
. 

Нетрудно убедиться, что результат оказывается тем же самым. 
При добавлении фиктивных атрибутов в D-кортежи или в 

D-системы необходимо добавлять атрибуты с компонентами «». Обос-
нование этого правила таково. 

Теорема 28. Добавление нового фиктивного атрибута с компонен-
тами «» в D-кортеж или D-систему соответствует тому, что в эквива-
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лентные им C-системы добавляется фиктивный атрибут с полными ком-
понентами. 

Доказательство теоремы приведено в [6, 7]. 
5. Элиминация атрибута осуществляется так: из АК-объекта уда-

ляется столбец, а из схемы отношения – соответствующий атрибут.  
Обозначим +Atr операцию добавления фиктивного атрибута, а –Atr 

– операцию элиминации атрибута. Например, запись +X(M1[YZ]) означа-
ет, что в АК-объект M1[YZ] добавлен фиктивный атрибут X.  

Другой пример: пусть задана C-система  

R[XYZ] = 
     
     






c,ac,ba

b,aac,b
.  

Тогда –Y(R[XYZ]) = 
   
   






c,aa

b,ac,b
. 

Если отношение задано как таблица элементарных кортежей, то 
элиминация атрибутов означает вычисление проекции этого отношения, в 
результате чего получается отношение с сокращенной схемой отноше-
ния. Например, если задано отношение R[XYZ], то его проекции можно 
представить схемами [XZ], [YZ], [Y] и т. д.   

Проекции отношений получаются и при элиминации атрибутов 
из C-кортежей и C-систем. Однако элиминация атрибутов из D-кортежей 
и D-систем дает не проекцию данного отношения, а нечто другое. Более 
подробно об этом говорится в разделе 5. 

4.2. Обобщенные операции 

Операции +Atr и –Atr используются, в частности, при выполнении 
операций соединения и композиции, которые играют важную роль в тео-
рии отношений. Пусть даны два отношения, выраженные АК-объектами 
P[XY] и Q[YZ].  

Тогда операция соединения отношений ( ) выполняется с по-
мощью следующего алгоритма:  

P[XY]   Q[YZ] = +Z(P[XY])  +X(Q[YZ]).  
Операция композиции отношений (  ) выполняется с помощью 

следующего алгоритма:  
P[XY]   Q[YZ] = –Y(P[XY]   Q[YZ]). 
В качестве примера применения этих операций рассмотрим вычис-

ление отношения «персоны – их внуки» с помощью отношения «родите-
ли – дети». Пусть дано отношение РОДИТЕЛИ[X, Y], в котором первый 
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элемент пары обозначает родителя, а второй – его (или ее) ребенка. В 
результате соединения отношения РОДИТЕЛИ с самим собой получается 
трехместное отношение "персоны – их дети – их внуки", а в результате 
последующей композиции образуется двухместное отношение "персоны 
– их внуки". 

Формально это выполняется так. Пусть P[XY] – АК-объект, пред-
ставляющий отношение РОДИТЕЛИ[X, Y]. Переименуем в P[XY] атрибу-
ты, получим АК-объект P[YZ]. Чтобы получить отношение "персоны – их 
дети – их внуки", вычислим соединение: 

P[XY]   P[YZ] = +Z (P[XY])  +X (P[YZ]). 
А чтобы получить отношение "персоны – их внуки", надо вычис-

лить композицию этих отношений: 
P[XY]  P[YZ] = –Y (P[XY]   P[YZ]). 
Рассмотрим пример. Пусть отношение РОДИТЕЛИ[X, Y] задано с 

помощью C-системы P[XY] = 
   
    








k,hf

g,f,cb,a
. Тогда  

P[XY]   P[YZ] = 
   
    











k,hf

g,f,cb,a
  

 
   
    











k,hf

g,f,cb,a
 = [{a, b} {f} {h, k}]. 

P[XY]  P[YZ] = [{a, b} {h, k}]. 
При выполнении операции композиции в АК необходимо учиты-

вать, что операция –Atr на завершающем этапе выполнения этой опера-
ции корректна лишь в тех случаях, когда в результате операции соедине-
ния получен C-кортеж или C-система. В противном случае перед выпол-
нением операции –Atr требуется преобразовать этот АК-объект в 
C-систему. 

Операции соединения и композиции отношений можно обобщить 
на случай, когда вместо атрибутов X, Y, Z в отношениях используются 
множества X, Y, Z атрибутов. 

Пусть заданы два АК-объекта P[V] и Q[W], где V и W – некоторые 
множества атрибутов, причем V  W. Эти множества можно разложить 
на непересекающиеся подмножества X, Y, Z с помощью следующих пре-
образований: 

X = V \ W; Y = W  V; Z = W \ V. 
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Тогда получим V = X  Y и W = Y  Z. С учетом этого данные от-
ношения можно переписать как P[XY] и Q[YZ], а операции соединения и 
композиции выполнять так же, как и в случае бинарных отношений 
P[XY] и Q[YZ], но вместо отдельных атрибутов X, Y и Z использовать 
множества X, Y и Z. 

Рассмотрим обобщенные операции и сравнения, позволяющие вы-
полнять операции с АК-объектами и сравнивать их в тех случаях, когда 
их схемы отношений не совпадают. 

Предположим, имеются АК-объекты с разными схемами отноше-
ний, и требуется произвести с ними какие-либо бинарные операции (пе-
ресечение или объединение) или сравнения алгебры множеств. Для этого 
достаточно использовать операцию +Atr, чтобы привести АК-объекты к 
единой схеме отношения. Тем самым определим новый тип операций в 
АК. 

Определение 11. Обобщенными операциями G  и G  в АК на-

зываются операции пересечения () и объединения () произвольных 
АК-объектов с предварительным приведением их к единой схеме отно-
шения за счет добавления недостающих фиктивных атрибутов. 

Нетрудно убедиться, что операция G  при условии, что схемы от-

ношений АК-объектов разные и содержат совпадающие атрибуты, соот-
ветствует операции соединения отношений.  

Наряду с обобщенными операциями, в АК можно ввести обобщен-
ные отношения ( G , G , G ). Если надо сравнить на равенство или 

включение два АК-объекта с разными схемами отношений, то нужно 
предварительно преобразовать эти АК-объекты в однотипные за счет до-
бавления недостающих фиктивных атрибутов. 

Нетрудно убедиться, что обобщенные операции и отношения в АК 
обладают всеми свойствами соответствующих операций алгебры мно-
жеств и отличаются от последних только тем, что для их применения не-
обязательно совпадение схем отношений.  

С помощью обобщенных операций в АК можно выполнять все 
операции и сравнения алгебры множеств с любыми АК-объектами. Это 
свойство АК отражается следующим утверждением. 

Теорема 29. В алгебре кортежей для операций , G , G  и срав-

нений G , G , G  справедливы все законы алгебры множеств. 
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5. Логический анализ в алгебре кортежей 

5.1. Краткие сведения о логических исчислениях  

Здесь приводятся только отдельные сведения из математической 
логики, с помощью которых можно проследить связь между исчисления-
ми и АК. Более подробные сведения даны в книге [3], которую нетрудно 
найти в Интернете. 

В современной математике наиболее известны и широко применя-
ются системы логического вывода на основе исчисления высказываний 
и исчисления предикатов, представляющих основные разделы мате-
матической логики. Дадим их краткое описание. Вначале предлагается 
алфавит, из него по определенным правилам конструируются формулы. 
Среди формул выбираются те, которые играют роль аксиом. Далее фор-
мулируются правила вывода, позволяющие вывести из аксиом новые 
формулы – теоремы, которые, в свою очередь, можно использовать вме-
сте с аксиомами для вывода других теорем.  

5.1.1. Исчисление высказываний  

Рассмотрим сначала исчисление высказываний (ИВ). Алфавит ИВ 
содержит:  

1) пропозициональные переменные, которые часто обозначаются 
прописными буквами латинского алфавита с индексами или без них (A, 
G, B2, Cj и т. д.); 

2) логические связки:  (отрицание – НЕ),  (конъюнкция – И), 
 (дизъюнкция – ИЛИ),  (импликация); 

3) логические константы: F (ложь – false), T (истина – true); 
4) скобки: «(» и «)»; 
Пропозициональные переменные служат для обозначения выска-

зываний и могут принимать только одно из двух значений (F или T). 
Свойства логических связок ,  и  в основном соответствуют их зна-
чениям на естественном языке.  

Что касается импликации (), для нее не все так просто. Нередко в 
публикациях по математической логике ее переводят как «Если …, то…», 
но это не всегда правильно. В задачах логического вывода часто встреча-
ется случай, когда даны формулы A, B и A  B, и надо проверить, следует 
ли B из A. Если это не подтверждается, то перевод формулы A  B как 
«если A, то B» не имеет смысла, хотя сама формула A  B и в этом случае 
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вполне допустима. Поэтому правильнее полагать, что импликация соот-
ветствует выражению «Если …, то…» не во всех случаях.  

Для конструирования формул в ИВ используются следующие пра-
вила: 

1) пропозициональные переменные и константы есть формулы; 
2) если A – формула, то (A) тоже формула; 
3) если A и B – формулы, то (AB), (AB), (AB) тоже формулы; 
4) других формул нет. 
В соответствии с этими правилами можно записывать более слож-

ные формулы, например (((A  B)  ((A  C)))). Иногда некоторые 
скобки можно не записывать, если это не приводит к двусмысленности, 
например, пишут A  B  C вместо ((A)  (B  C)). 

Связку «» иногда обозначают как «&». Логические связки часто 
называют операциями. Кроме перечисленных логических связок, в ИВ 
определены другие логические связки, которые здесь не рассматривают-
ся. Например, одной из таких связок является эквивалентность (). 

Точный смысл логических связок определяется с помощью таблиц 
истинности, где устанавливаются значения истинности формул в зависи-
мости от значений истинности входящих в формулу пропозициональных 
переменных.  

С помощью таблиц истинности для связок вычисляют значения ис-
тинности для сложных формул ИВ, содержащих эти связки.  

Таблица 2              Таблица 3               Таблица 4                 Таблица 5 
(отрицание)        (конъюнкция)        (дизъюнкция)           (импликация) 

 A A  A B AB  A B AB  A B AB 
F T  F F F  F F F  F F T 
T F  F T F  F T T  F T T 
   T F F  T F T  T F F 
   T T T  T T T  T T T 

Таблица 6 
(эквивалентность) 
A B AB 
F F T 
F T F 
T F F 
T T T 
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Законы исчисления высказываний совпадают с законами алгебры 

множеств. При этом отрицанию соответствует дополнение, конъюнкции 
– пересечение, дизъюнкции – объединение множеств. Приведем некото-
рые из законов логики (сравните их с соответствующими законами ал-
гебры множеств (часть I, раздел 3)).  

Закон двойного отрицания 
A = A.  

Законы де Моргана: 
(A  B) = A  B;   
(A  B) = A  B. 

  Законы дистрибутивности: 
   Дистрибутивность конъюнкции:  

A  (B  C … D) = ((A  B)  (A  C) … (A  D)).  
   Дистрибутивность дизъюнкции: 

A  (B  C … D) = ((A  B)  (A  C) … (A  D)). 
Закон контрапозиции: 

A  B равносильно B  A. 
Импликацию можно выразить с помощью других логических свя-

зок: 
A  B = A  B. 
Определим два вида формул, играющих важную роль в теории ло-

гического вывода. 
Определение 12. Общезначимой формулой (или тавтологией) 

называется логическая формула, значение которой равно T при любых 
значениях содержащихся в ней пропозициональных переменных. 

Определение 13. Тождественно ложной формулой (или проти-
воречием) называется логическая формула, значение которой равно F 
при любых значениях содержащихся в ней пропозициональных перемен-
ных. 

Примерами тавтологий являются следующие формулы: 
1) A  A;  2) A  (B  A);  3) A  (A  B)  (A  B). 
Примеры противоречий содержатся в формулах:  
1) A  A;  2) A  B  A;  3) A  (A  B)  (A  B). 
В АК тавтологии соответствуют АК-объекты, равные универ-

суму, а противоречию – пустые АК-объекты 
Отметим, что импликация соответствует отношению включения 

множеств, но при определенных условиях. Рассмотрим случай, когда A и 
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B – логические формулы. Из этих формул можно составить формулу 
A  B. Предположим, что формулам A и B соответствуют АК-объекты PA 
и PB. Тогда общезначимость формулы A  B равносильна тому, что для 
PA и PB справедливо соотношение PA  PB.  

В теоретических основаниях исчислений в качестве аксиом ис-
пользуются общезначимые формулы. Они выбираются так, чтобы из них 
с помощью правил вывода можно было вывести все остальные логиче-
ские законы. Известно несколько вариантов выбора аксиом и правил вы-
вода для ИВ. В последние десятилетия чаще используется следующая 
система аксиом [3]. Пусть A, B и C – произвольные формулы. Тогда ак-
сиомы ИВ имеют следующий вид: 

(А1) A  (B  A); 
(A2) (A  (B  C))  ((A  B)  (A  C)); 
(A3) (B  A)  ((B  A)  B). 
Известны системы, содержащие 10 аксиом ИВ. Приведенная выше 

система из трех аксиом, по-видимому, получила признание в силу ее ла-
коничности. Хотя смысл самих аксиом понять нелегко. 

Правило вывода в ИВ таково: 
Modus ponens (модус поненс) (MP): если A и A  B – выводимые 

формулы, то B – выводимая формула. 
Кроме того, в некоторых вариантах исчислений используется  
правило подстановки: все вхождения пропозициональной пере-

менной в формулу можно заменить одной и той же произвольной форму-
лой.  

Работу такой системы можно понять на следующем примере [3]. 
Пусть необходимо вывести из приведенных выше аксиом теорему A  A. 
Вывод осуществляется по шагам: 

1) Из (A2) выводится формула  
(A  ((A  A)  A))  ((A  (A  A))  (A  A))  

с помощью двух подстановок: A  A вместо B и A вместо C; 
2) Из (A1) выводится формула A  ((A  A)  A) с помощью под-

становки A  A вместо B; 
3) Из 2) и 1) выводится (A  (A  A))  (A  A) с помощью правила 

MP – можно проверить, что формула, выведенная на шаге 2), совпадает с 
левой частью формулы, выведенной на шаге 1), следовательно, правая 
часть формулы 1) – выводимая формула; 
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4) Из (A1) выводится формула A  (A  A) с помощью подстановки 
A вместо B; 

5) Из 4) и 3) выводится A  A с помощью правила MP. 
Приведенный вывод формулы A  A из аксиом исчисления выска-

зываний считается самым коротким. Этот пример показывает, что найти 
оптимальную последовательность правил для вывода теорем оказывается 
далеко не простым делом.  

В приложениях логического вывода (к ним относятся моделирова-
ние рассуждений [18], автоматическое доказательство теорем [19] и т. д.) 
данная система оказывается весьма неудобной. Во-первых, в качестве 
посылок далеко не всегда используются общезначимые формулы, 
во-вторых, предлагаемые в логических исчислениях правила вывода не 
пригодны для эффективной автоматизации систем логического вывода.  

На практике [19] в качестве системы логического вывода часто ис-
пользуется следующий метод: посылки (Ai) и предполагаемое следствие 
(C) объединяют в одну формулу, соединяя знаком конъюнкции все по-
сылки Ai и формулу C. В математической логике доказано, что эта объ-
единенная формула будет противоречием в том и только в том случае, 
если формула C есть следствие посылок Ai. 

Например, если посылки заданы формулами A1, A2, A3, а предпола-
гаемое следствие есть формула C, то объединенной формулой будет 
A1  A2  A3  C. Если доказана противоречивость этой формулы, тем 
самым будет доказано, что формула C логически следует из формул A1, 
A2, A3. 

Рассмотрим два часто встречающихся типа формул ИВ. Назовем 
литералом пропозициональную переменную или ее отрицание (напри-
мер, A, C, D – литералы).  

Пусть X, Y, …, Z – литералы. Тогда формула вида X  Y  …  Z 
называются конъюнктом, а формула вида X  Y  …  Z – дизъюнктом.  

Например, формула A  B  С есть конъюнкт, а формула 
A  B  С – дизъюнкт. 

Определение 14. Если C1, C2, …, Cn, – конъюнкты, то формула 
C1  C2 … Cn называется дизъюнктивной нормальной формой (т. е. 
дизъюнкцией конъюнктов) или сокращенно ДНФ.  

Определение 15. Если D1, D2, …, Dn, – дизъюнкты, то формула 
D1  D2 … Dn называется конъюнктивной нормальной формой (т. е. 
конъюнкцией дизъюнктов) или сокращенно КНФ.  



 

 108 

Например, формула (A  C)  (B  C D)  (C  D) – ДНФ,  
а формула (A  C)  (B  C  D)  (C  D) – КНФ. 

Доказано, что в исчислении высказываний любую формулу можно 
преобразовать в ДНФ или в КНФ. Эти типы формул можно легко выра-
зить в структурах АК. 

Пусть задана формула ИВ, содержащая множество пропозицио-
нальных переменных Ai. Тогда множество равенств типа Ai = F или Ai = T 
для всех пропозициональных переменных называется подстановкой 
данной формулы. Например, для формулы (A  C)  (B  C) множест-
во равенств A = F, B = T, C = F есть подстановка этой формулы. 

Определение 16. Выполняющей подстановкой формулы ИВ на-
зывается подстановка, при которой формула принимает значение T. 

5.1.2. Исчисление предикатов 

В исчислении предикатов (ИП) вместо пропозициональных пере-
менных используются более сложные структуры – предикаты. При этом 
правила конструирования формул с помощью определенных выше логи-
ческих связок в ИП те же, что и в ИВ. Предикат считается минимальной 
формулой (атомом). 

Кроме того, в ИП вводятся новые логические связки, называемые 
кванторами. К ним относятся: 

квантор  – все, для всех (обозначение от английского all); 
квантор  – существует, хотя бы один из (обозначение от англий-

ского exist). 
Рассмотрим структуру предикатов. Они отображают отношения и 

поэтому бывают одноместными, двухместными, n-местными и т. д. Име-
ются даже 0-местные предикаты – к ним относятся противоречия и тав-
тологии, а также логические константы F и T.  

Прежде чем определить предикаты, нужно определить термы, ко-
торые являются необходимой составной частью предикатов.  

Определение 17. Термами могут быть только три типа объектов; 
переменные: x, y, yj, z1, w и т. д.; 
константы: a, b, d, c1, bi и т. д.; 
n-местные функции от термов: f(y), g(a, x), h(a, y, g(x, c)) и т. д. 

Здесь f – одноместная функция, g – двухместная, а h – трехместная. 
Области определения переменных в ИП могут быть любыми, включая 
бесконечные множества. 
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Определение 18. Предикаты в ИП есть модели многоместных от-
ношений, которые обозначаются прописными латинскими буквами с ин-
дексами или без них, рядом с ними в круглых скобках перечисляются 
термы, разделяемые запятыми.  

Например, P(x), R(a, f(b, y), z) – обозначения предикатов, соответ-
ственно P – одноместный предикат, а R – трехместный. 

Интерпретация предикатов несколько отличается от интерпретации 
отношений. Как известно, отношение – это подмножество элементарных 
кортежей, содержащихся в универсуме. Предикат же включает в себя все 
элементарные кортежи универсума, но при этом некоторые из них имеют 
значение T, а остальные – F. Таким образом, отношения (в том числе и 
АК-объекты) – это области истинности соответствующих преди-
катов. 

Схемы отношений в предикатах явно не формулируются – по запи-
си предиката можно однозначно определить его местность (размерность), 
но не всегда ясно, какому атрибуту соответствуют термы, присутствую-
щие в записи предиката, так как понятие атрибута в математической ло-
гике не определено. К тому же в теории ИП предполагается, что все пе-
ременные имеют одну и ту же «предметную область» (или «область ин-
терпретации»).  

Однако в практическом применении ИП постановка задачи неред-
ко позволяет связать термы предиката с соответствующими атрибутами. 
Например, если предикат L(x, y) обозначает отношение x < y на множест-
ве R чисел, то тем самым утверждается, что данный предикат задан в 
универсуме R  R. 

Рассмотрим кванторы. Заметим сразу, что в математической логи-
ке различают исчисление предикатов первого порядка, где кванторы 
применяются только для отдельных переменных (например, x, y и 
т. д.), и исчисление предикатов высших порядков, в которых кванторы 
управляют более сложными структурами (например, предикатами). В 
данном обзоре речь идет только об исчислении предикатов первого по-
рядка, в силу чего кванторы накладываются только на переменные. Кван-
торы с переменными записываются перед формулой, в этом случае сама 
формула есть область действия кванторов. Например, запись  

xy(P(x, y)  Q(y, z, b))  R(x, w)             (2.2) 

означает, что предикат R(x, w) находится за пределами области действия 
кванторов x и y.  
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Если переменная находится в области действия квантора с этой пе-
ременной, то она называется связанной, в противном случае свободной. 
Например, в формуле (2.2) переменные x и y связаны в подформуле 
(P(x, y)  Q(y, z, b)), но в то же время переменная x свободна в предика-
те R(x, w).  

Интерпретацию кванторов проведем на примере двухместного пре-
диката P(x, y), для которого бинарное отношение P[XY] есть область ис-
тинности. Пусть задана формула  

x(P(x, y).  
Для отношения P[XY] это означает, что все его двухместные эле-

ментарные кортежи сокращаются до одноместного кортежа за счет уда-
ления элементов, соответствующих атрибуту X. Таким образом, квантор 
x перед предикатом или формулой означает, что в соответствующем 
отношении вычисляется проекция этого отношения за счет элиминации 
соответствующего атрибута X. 

В алгебре кортежей вычисление проекции равносильно элимина-
ции атрибута из любых C-кортежей и C-систем, не содержащих пустых 
компонент в удаляемых атрибутах. 

Рассмотрим квантор . Пусть задана формула x(P(x, y). 
Моделирующее предикат P(x, y) отношение P[XY] строится сле-

дующим образом. Пусть домен атрибута Y равен множеству 
{b1, b2, …, bn}. Тогда P[XY] можно выразить как C-систему 

P[XY] = 
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Если среди компонент Ai есть пустые компоненты, соответствую-
щие строки удаляются из C-системы (они представляют пустые 
C-кортежи). С другой стороны, среди Ai могут встретиться полные ком-
поненты. Если они отсутствуют в P[XY], то x(P(x, y) = F, т. е. эта фор-
мула является противоречием.  

Если среди Ai имеются полные компоненты (допустим, это Ak, Al, 
Am), то формуле x(P(x, y) соответствует одноместное отношение 
Q[Y] = [{bk, bl, bm}] или одноместный предикат Q(y), в котором константы 
bk, bl, bm имеют значение T, а все остальные константы переменной y – 
значение F. 
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Если формуле предшествуют одноименные кванторы (например, 
xy(P(x, y))), то их можно менять местами – смысл формулы от этого не 
изменится. Но если кванторы разные (например, xy(P(x, y))), то в об-
щем случае xy(P(x, y))  yx(P(x, y)). 

Введение кванторов в ИП влечет введение новых аксиом и правил 
вывода. В соответствии с [3] в ИП к аксиомам ИВ добавляются две но-
вые аксиомы. Пусть A и B – формулы, и A(x) означает, что в этой форму-
ле переменная x – свободная.  

(A4) xA(x)  A(t), где t – терм, свободный для x, в частности, он 
может совпадать с x. Тогда (A4) преобразуется в xA(x)  A(x). 

(A5) x(A  B)  (A  xB) при условии, что формула A не содер-
жит свободных вхождений переменной x. 

Помимо Modus ponens, в правилах вывода в ИП используется 
Правило обобщения (Gen): 
 из A следует xA. 
В [3] и в ряде других руководств по математической логике не ука-

зывается, является ли переменная x свободной в A. Поэтому можно пред-
положить, что модификация правила Gen в виде «из A следует xA(x)» 
вполне допустима (в некоторых учебниках по математической логике 
правило Gen так и формулируется).  

При анализе правил вывода необходимо учесть, что в исчислениях 
в качестве аксиом используются только тавтологии, соответственно и все 
выводимые теоремы тоже являются тавтологиями. В то же время при 
анализе рассуждений или в автоматическом доказательстве теорем в ка-
честве посылок используются произвольные формулы – в этом случае 
оказывается, что некоторые правила вывода, корректные в исчислениях, 
становятся ошибочными при анализе рассуждений.  

Одно из таких правил – правило обобщения. Если формула A не 
тавтология и переменная x свободна в A, то выражение «из A следует 
xA» есть грубая ошибка, так как для произвольных формул A(x) со сво-
бодной переменной x справедливо обратное утверждение «из xA(x) сле-
дует A(x)», которое, кстати, соответствует аксиоме (A4).  

В то же время, если в произвольной формуле A отсутствует сво-
бодная переменная x, то правило Gen вполне корректно. Далее мы уви-
дим, что в АК этой формулировке правила обобщения соответствует до-
бавление фиктивного атрибута в АК-объект. 
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5.2. Логические структуры в алгебре кортежей 

5.2.1. Исчисление высказываний в алгебре кортежей  

Сначала рассмотрим возможности АК для выражения формул ис-
числения высказываний. Чтобы это выполнить, достаточно представить 
универсум логической формулы в виде схемы отношения, в которой ат-
рибутами являются все пропозициональные переменные формулы. При 
этом каждый атрибут имеет только два возможных значения: 0 и 1 (эти 
константы будем использовать в АК вместо общепринятых для ИВ кон-
стант F и T). Тогда доменом любого атрибута будет множество {0, 1}. 

Рассмотрим интерпретацию логических связок , , ,  и  (см. 
Таблицы 2, 3, 4, 5, 6 в разделе 5.1.1) в АК. Пусть A и B – пропозицио-
нальные переменные. 

Связка «» соответствует дополнению компоненты: 1  = {0} 

и  0 = {1}.  

Формула A  B соответствует C-кортежу C[AB] = [{1} {1}], т. е. 
каждый из атрибутов имеет только значение «1», иное исключается.  

Формула A  B означает, что в соответствующем АК-объекте 
D[AB] сочетание A = 0 и B = 0 исключается, в силу чего этот АК-объект 
равен дополнению C-кортежа [{0} {0}], что означает D[AB] = ]{1} {1}[. 

Формула A  B означает, что в соответствующем АК-объекте I[AB] 
сочетание A = 1 и B = 0 исключается, в силу чего этот АК-объект равен 
дополнению C-кортежа [{1} {0}], что означает I[AB] = ]{0} {1}[. 

Формула A  B соответствует C-системе E[AB] = 
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Известно, что любую формулу исчисления высказываний можно 
представить как ДНФ или КНФ, при этом ДНФ можно выразить в АК как 
C-систему, а КНФ – как D-систему.  

Алгоритм 2 (преобразование ДНФ в C-систему): 
1) каждый конъюнкт ДНФ сформировать как С-кортеж, схема 

отношения которого содержит все пропозициональные переменные Ai 
конъюнкта, при этом в самом кортеже на местах литералов Ai и Ai запи-
сываются соответственно компоненты {1} и {0}; 

2) выполнить обобщенное объединение ( G ) C-кортежей, полу-

ченных на предыдущем шаге.  
Для примера преобразуем формулу  
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H = (A  C)  (B  C  D)  (C  D) в C-систему RH: 
1) конъюнкт (A  C) преобразуется в C-кортеж R1[AC]=[{1} {0}];   

 конъюнкт (B  C  D) преобразуется в C-кортеж 
 R2[BCD] = [{1} {0} {0}]; 

    конъюнкт (C  D) преобразуется в C-кортеж R3[CD] = [{1} {1}]; 
2) RH[ABCD] = R1[AC] G R2[BCD] G R3[CD] =  

= 
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C-системы, соответствующие ДНФ, по сути, представляют множе-
ство выполняющих подстановок (см. Определение 16) этой формулы. 
Например, C-кортеж [{1}  {0} ] в RH содержит 4 элементарных корте-
жа, которые можно получить, вычислив декартово произведение 
{1}  {0, 1}  {0}  {0, 1}. Рассмотрим элементарный кортеж (1, 0, 0, 1), 
содержащийся в этом ДП. Ему соответствует система равенств A = T, 
B = F, C = F, D = T, представляющая собой выполняющую подстановку 
формулы H. 

Также несложно определить, задает ли произвольно заданная под-
становка выполняющую постановку формулы. Например, подстановку 
A = F, B = T, C = F, D = F для формулы H можно преобразовать в эле-
ментарный кортеж (0, 1, 0, 0) и убедиться, что он принадлежит второй 
строке C-системы RH. А это означает, что данная подстановка – выпол-
няющая подстановка формулы H.  

Проверка включения элементарного кортежа в C-систему осущест-
вляется так: 

1) преобразовать элементарный кортеж в C-кортеж, например: 
(0, 1, 0, 0)  [{0} {1} {0} {0}]; 
2) используя Теорему 1, проверить включение этого C-кортежа в 

C-кортежи C-системы; 
3) если хотя бы одна проверка подтвердится, то данный кортеж 

принадлежит C-системе. 
Кроме того, можно легко вычислить дополнение C-системы RH в 

виде D-системы: 

HR [ABCD] = 
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Полученная D-система соответствует КНФ, равной отрицанию 
формулы H: 

H = (A  C)  (B  C  D)  (C  D). 
Отсюда несложно сформировать 
Алгоритм 3 (преобразование КНФ в D-систему): 
1) каждый дизъюнкт КНФ записать как D-кортеж, схема отноше-

ния которого содержит все пропозициональные переменные Ai дизъюнк-
та, при этом в самом кортеже на местах литералов Ai и Ai записываются 
соответственно компоненты {1} и {0}; 

2) выполнить обобщенное пересечение ( G ) D-кортежей, полу-

ченных на предыдущем шаге. 
В приложениях ИВ часто встречаются формулы типа P  Q и 

P  Q, где P и Q – формулы, которые можно выразить как АК-объекты. 
Тогда предлагаются следующие алгоритмы. 

Алгоритм 4 (преобразование формулы P  Q в АК-объект): 
1) преобразовать P и Q в АК-объекты RP и RQ; 

2) вычислить АК-объект QGP RR  . 

Алгоритм 5 (преобразование формулы P  Q в АК-объект): 
1) преобразовать P и Q в АК-объекты RP и RQ; 

2) вычислить АК-объект    QGPGQGP RRRR  . 

Рассмотрим возможности АК для решения задач исчисления вы-
сказываний. 

Пример 10 [3]. При расследовании преступления стали известны 
следующие факты: 

1. Если A виновен и B не виновен, то C виновен. 
2. C никогда не действует в одиночку. 
3. A никогда не ходит на дело вместе с C. 
4. Никто, кроме A, B и C, в преступлении не замешан, и, по край-

ней мере, один из этой тройки виновен. 
Можно ли на основе этих фактов найти хотя бы одного виновного? 

Выразим условия задачи на языке АК. Пусть A, B и C – атрибуты, при 
этом значение компоненты «1» означает «виновен», а «0» – не виновен. 
Тогда факты можно записать в виде АК-объектов таким образом: 

1. Факт выражается формулой (A  B)  C. Для ее представления 
в виде АК-объекта используем Алгоритм 4. Тогда P[AB] = [{1} {0}] и 
Q[C] = [{1}]. В результате получим 
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]{0} {1} [  ]  {1}[ = ]{0} {1} {1}[. 
2. Утверждается, что вариант [{0} {0} {1}] исключается, тогда 

данный факт после вычисления дополнения выражается как D-кортеж 
]{1} {1} {0}[.  

3. Утверждается, что вариант [{1}  {1}] исключается, что эквива-
лентно D-кортежу ]{0}  {0}[. 

4. Данный факт выражается формулой A  B  C. Эта формула в 
АК соответствует D-кортежу ]{1} {1} {1}[. 

Система посылок выражается пересечением этих D-кортежей, т. е. 

D-системой: R[ABC] =
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Задача будет решена, если окажется, что хотя бы один атрибут в 
АК-объекте характеризуется значением «1», и нет ни одного элементар-
ного кортежа, в котором этот атрибут имеет значение «0». Подходящие 
условия легко выявить, если преобразовать R[ABC] в C-систему (Теоре-
ма 25 в Приложении 1). Тогда искомым атрибутом в C-системе будет тот, 
который в соответствующем столбце не содержит никаких других ком-
понент, кроме {1}.  

Чтобы уменьшить число операций при преобразовании R[ABC] в 
C-систему, нужно попытаться сократить число D-кортежей в R[ABC], ис-
пользуя Теорему 18 Приложения 1. При просмотре R[ABC] можно выде-
лить пары D-кортежей, которые заменяются одним D-кортежем. Одна из 
таких пар – это ]{1} {1} {0}[ и ]{1} {1} {1}[, вместо них можно вставить 
D-кортеж ]{1} {1} [. Тогда получим  

R[ABC] =
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Еще одну возможность сокращения числа операций при преобра-
зовании D-системы в C-систему дает метод ортогонализации [6,  7].  

Ортогональной называется C-система, у которой любая пара 
C-кортежей не содержит общих элементарных кортежей, т. е. при их пе-
ресечении получается пустое множество. Ортогонализация – это метод 
преобразования АК-объекта в ортогональную C-систему.  
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Указанный метод используется в логико-вероятностном анализе на 
основе АК [6, 7], а также позволяет значительно сокращать число опера-
ций при преобразовании D-системы в C-систему. Чтобы его применить, 
нужно при преобразовании D-кортежей в диагональные C-системы запи-
сывать полученные C-системы как эквивалентные им ортогональные 
C-системы (см. Теорему 27 в Приложении 1). Для преобразования диаго-
нальной C-системы в ортогональную необходимо в диагональной 
C-системе в столбце под каждой нефиктивной компонентой записывать 
вместо «» ее дополнение. Тогда получим. 

1. ]{0} {1} {1}[  преобразуется в 
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2. ]{1} {1} [  преобразуется в 
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3. ]{0}  {0}[  преобразуется в 
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В полученной C-системе условиям правильного решения соответ-
ствует только атрибут B, следовательно, B виновен. Относительно ос-
тальных подозреваемых нельзя сказать ничего определенного.  

Пример 11. В книге Р. Смаллиана [20] имеется серия задач об оби-
тателях острова, где живут рыцари, которые всегда говорят правду, и 
лжецы, которые всегда лгут. Путешественник попадает на этот остров и 
по высказываниям его обитателей пытается установить, кто из них лжец, 
а кто рыцарь. В одном из эпизодов путешественник встретил двух остро-
витян A и B. Островитянин A сказал: «Мы оба лжецы». Кто на самом деле 
A и кто B? 

Задачу можно решить с помощью рассуждений. Предположим, что 
A – рыцарь. Тогда его высказывание противоречит этому предположе-
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нию, в силу чего A – лжец. Если он лжец, то высказывание «Мы оба лже-
цы» – ложное. Значит, истинным высказыванием будет то, которое не 
совпадает с этим, но при этом в нем должно быть указано, что A лжец. 
Таким высказыванием является «Я лжец, B – рыцарь». 

Рассмотрим формальное решение задачи с помощью АК. Пусть 
P[A] = [{1}] (A – рыцарь) и Q[AB] = [{0} {0}] (высказывание островитя-
нина A). Надо установить, при каких значениях переменных истинность 
этих высказываний будет одинаковой. Для этого воспользуемся Алго-
ритмом 5. 

([{1} ]  [{0} {0}])  (]{0} [  ]{1} {1}[). 
Вычисление показывает, что левая часть выражения равна пустому 

множеству (пересечение C-кортежей пусто). Вычислим правую часть. 

[{0} ]  
 
   





 
10

1
 = [{0} {1}]. 

Значит, ответ задачи: A – лжец, B – рыцарь. 

5.2.2. Исчисление предикатов в алгебре кортежей 

Начнем с одноместных предикатов. Предикат P(x) в ИП интерпрети-
руется как то, что некоторому подмножеству области изменения пере-
менной x присвоено значение T. В АК область истинности этого преди-
ката есть некоторое подмножество  P домена атрибута X. Отсюда понят-
но, что компоненты атрибутов можно рассматривать как области истин-
ности одноместных предикатов. 

Рассмотрим C-кортеж P[XYZ] = [P1 P2 P3]. В исчислении предикатов 
C-кортежу соответствует конъюнкция одноместных предикатов с разны-
ми переменными. В частности, C-кортеж P[XYZ] есть область истинности 
логической формулы 

H = P1(x)  P2(y)  P3(z), 
где предикатам P1(x), P2(y), P3(z) соответствуют области истинности P1, 
P2, P3. Тогда множество всех выполняющих подстановок логической 
формулы H можно получить, вычислив ДП P1P2P3. Отсюда нетрудно 
вывести, что область истинности формулы H= P1(x)  P2(y)  P3(z), 

есть D-кортеж P = ] 1P  2P  3P [. 

Любые АК-объекты можно рассматривать как области истинности 
соответствующих многоместных предикатов, а элементарные кортежи 
этих АК-объектов представляют выполняющие подстановки этих фор-
мул. Отсюда следует два важных утверждения: 
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1. АК-объект, равный универсуму, моделирует тавтологию. 
2. АК-объект, равный пустому множеству, эквивалентен про-

тиворечию. 
Далее покажем, каким образом представляются кванторы средства-

ми АК. 
Если в C-кортеж или в C-систему вводится фиктивный атрибут, та-

кая процедура соответствует известному в исчислении предикатов пра-
вилу вывода, которое называется правилом обобщения (см. раздел 5.1.2). 
Например, если АК-объект 

G[XZ] = 
 
   





 
c,bd,c,a

c,a
 

эквивалентен формуле G(x, z) исчисления предикатов, то, добавив в этот 
АК-объект фиктивный атрибут Y, получим АК-объект 

G1[XYZ] = 
 
   









c,bd,c,a

c,a
, 

который соответствует формуле yG(x, z), полученной из формулы 
G(x, z) по правилу обобщения. Для C-кортежей и C-систем это соотноше-
ние очевидно, для D-кортежей и D-систем доказана соответствующая 
теорема (см. Теорему 28 в Приложении 1). 

Таким образом, для любого АК-объекта имеет место следующее 
соотношение:  

Теорема 30. Если логической формуле A, не содержащей свобод-
ной переменной x, соответствует АК-объект R, в схеме отношения кото-
рого отсутствует атрибут X, то АК-объект +X(R) соответствует логиче-
ской формуле x(A).  

Иная картина получается, когда в АК выполняется элиминация ат-
рибута. В логических исчислениях этой операции соответствует операция 
навешивания квантора. Это означает, что к формуле A присоединяется 
квантор с переменной, свободной в A. Результат операции элиминации 
атрибута сильно зависит от типа изменяемого АК-объекта. Если это 
C-кортеж или C-система, то при элиминации атрибута образуется проек-
ция этого АК-объекта, что утверждает 

Теорема 31. Если C-кортеж или C-система R[…X…] задают об-
ласть истинности логической формулы A(…, x, …) со свободной пере-
менной x, то АК-объект –X(R[…X…]) – область истинности логической 
формулы x(A(…, x, …)).  
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Рассмотрим пример. Пусть Q[XYZ] = 
     
   






c,a*c,b

bh,fd,b,a

 
есть 

область истинности логической формулы A(x, y, z). Тогда АК объект  

X (Q[XYZ]) = 
   

 






 c,a

bh,f
 – область истинности формулы xA(x, y, z). 

Рассмотрим, как изменяются результаты при элиминации атрибу-
тов из D-кортежей и D-систем. Оказывается, тогда мы вычисляем не про-
екцию, а нечто другое. Покажем это на простом АК-объекте. Пусть задан 
D-кортеж P[XYZ] = ]{a, c} {f, h} {c}[.  

Тогда –X(P[XYZ]) = ]{f, h} {c}[ =
 

 









c

h,f
.  

Посмотрим, что получится при элиминации атрибута X из 

C-системы. Ясно, что P[XYZ] = 

 
 

 



















c

h,f

c,a

. Если теперь выпол-

нить элиминацию атрибута X, получим другой результат: 

 X (P[XYZ]) =  
 




















c

h,f = [   ] 
 

 









c

h,f
. 

В [6] доказано, что при элиминации атрибута X из D-кортежа или 
D-системы P образуется АК-объект Q, который обладает следующим 
свойством:  

+X(Q)  P.              (2.3) 

Рассмотрим на примере, что это означает. Пусть задана D-система 

P[XYZ] = 
     
    






 bd,a

c,agc
. Вычислим 

 –X(P[XYZ]) = Q =
   

  






 b

c,ag
 

и преобразуем полученный результат в C-систему:  

Q =
 

 









c,a

g
 [ {b}] = [{g} {b}].  

В соответствии с формулой (2.3) получим [ {g} {b}]  P[XYZ]. 
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Этот результат является примером более общей закономерности, 
доказанной в [6]. 

Теорема 32. Пусть R[…X…] – D-кортеж или D-система, у кото-
рой отсутствуют D-кортежи с компонентами “*” в атрибуте X. Тогда для 
соответствующего этому АК-объекту предиката P(…, x, …) формула 

X (R) соответствует формуле x(P). 
Таким образом, если АК-объект R[…X…] есть область истинности 

логической формулы P(…, x, …), в которой переменная x свободна, то 
результат элиминации атрибута X из R[…X…] зависит от того, к какому 
типу он относится:  

 если R[…X…] – C-кортеж или C-система, то –X(R[…X…]) – об-
ласть истинности формулы xP(…, x, …); 

 если R[…X…] – D-кортеж или D-система, то –X(R[…X…]) – об-
ласть истинности формулы xP(…, x, …). 

5.2.3. Логический вывод в алгебре кортежей 

Пусть задана система аксиом или посылок. Тогда в рамках логиче-
ского вывода (или дедуктивного анализа) можно сформулировать две 
задачи: 

1) Задача проверки правильности следствия. Вместе с аксиома-
ми задано предполагаемое следствие, и надо проверить, является ли оно 
следствием на самом деле.  

2) Задача вывода следствий с заданными свойствами. Здесь 
предполагаемое следствие не задано, но среди многих возможных след-
ствий необходимо выбрать и проверить те, которые удовлетворяют за-
данным ограничениям. 

В логических исчислениях и их приложениях задача 2 практически 
не исследуется. Здесь мы рассмотрим, как ее можно решить методами 
АК. Но сначала исследуем методы решения 1-й задачи. 

В исчислениях для логического анализа рассуждений часто ис-
пользуются теорема дедукции. Обозначим знаком – термин «выводится» 
или «из … выводимо …». Например, если записано A, B – C, то это озна-
чает «из A и B выводимо C» (в теории логического вывода посылки, раз-
деленные запятыми, интерпретируются как конъюнкция этих посылок). 
Если знак – расположен перед формулой, то данная формула является 
теоремой. Теорема дедукции опубликована Ж. Эрбраном в 1930 году, и в 
[3] она сформулирована так:  
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Теорема дедукции. Если  – множество формул, A и B – формулы 
и , A – B, то  –A  B. В частности, если A – B, то –A  B. 

На практике часто используются следующие следствия из теоремы 
дедукции, которые приведены как теоремы в [19] (номера теорем те же, 
что и в цитируемой книге). 

Теорема 2.1. Пусть даны формулы F1, ..., Fn и формула G. G есть 
логическое следствие F1, ..., Fn тогда и только тогда, когда формула 
((F1  ...  Fn)  G) общезначима. 

Теорема 2.2. Пусть даны формулы F1, ..., Fn и формула G. G есть 
логическое следствие F1, ..., Fn тогда и только тогда, когда формула 
(F1  ...  Fn  G) противоречива.  

В работах по математической логике теорема дедукции и Теоре-
мы 2.1 и 2.2 предусматриваются только для исчисления высказываний. 
Предполагается, что для исчисления предикатов теорема дедукции верна 
не для всех случаев [3]. Но это неправильно, так как в качестве примера, 
подтверждающего некорректность этой теоремы в ИП приводится не-
корректное использование правила обобщения «из A выводимо xA», 
когда оно применяется для произвольных логических формул (см. раз-
дел 5.1.2). В случаях, когда A не общезначимая формула, и переменная x 
свободна в A, это правило ошибочно. Если правило обобщения использо-
вать только для формул A, в которых отсутствует свободная переменная x 
(это соответствует отсутствию атрибута X в схеме отношения 
АК-объекта), то теорема дедукции и соответственно Теоремы 2.1 и 2.2 
применимы в приложениях исчисления предикатов. 

В [6] доказана следующая теорема. 
Теорема 33. Если АК-объекты SA и SB – области истинности логи-

ческих формул A и B, то общезначимость импликации A  B равносильна 
истинности отношения SA G  SB. 

Теореме 2.2 из [19] соответствует следующая теорема в терминах 
АК. 

Теорема 34. Пусть посылки рассуждения выражены АК-объектами 
A1, ..., An и задан АК-объект B. Тогда B есть следствие A1, ..., An тогда и 
только тогда, когда  

A1 G  ... G  An G B  = . 

Таким образом, Теорема 34 формулирует один из методов решения 
задачи проверки правильности следствия. Другой метод основан на Тео-
реме 2.1 из [19] и Теореме 33.  
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Теорема 35. Пусть заданы посылки A1, ..., An и предполагаемое след-
ствие B, выраженные структурами АК. Тогда алгоритм проверки правиль-
ности следствия B для заданных посылок Ai заключается в вычислении 
обобщенных пересечений и проверке обобщенного включения: 

(A1 G  ... G  An) G B.              (2.4) 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий решение первой задачи ло-
гического вывода.  

Пример 12. Докажем справедливость одного из правил вывода в 
естественных рассуждениях, которое называется правилом дилеммы: 

A  C, B  C, A  B – C. 
Чтобы применить аппарат АК, положим, что A, B и C – атрибуты, 

домены которых равны {0, 1}. Тогда посылки правила дилеммы можно 
выразить в виде D-системы  

P[ABC] =

   
  

  




















11

10

10

.  

Заключение правила выражается как C-кортеж Q[C] = [{1}]. Чтобы 
доказать справедливость правила методами АК, используем Теорему 35. 
В этом случае нужно проверить соотношение P[ABC] G Q[C]. Для этого 

требуется сначала преобразовать D-систему P[ABC] в C-систему и затем 
проверить включение каждого ее C-кортежа в Q[C]. 

Для преобразования P[ABC] воспользуемся методами, изложенны-

ми в Примере 10. В итоге получим P[ABC] =
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. 

Если использовать обобщенное включение G , то надо проверить 

соотношение 
     

   






 11

101
  [  {1}]. 

С помощью Теоремы 1 можно убедиться, что каждый C-кортеж ле-
вой части включен в C-кортеж [  {1}], что и доказывает справедливость 
правила дилеммы. 

В исчислениях высказываний и предикатов не оговорен случай, ко-
гда конъюнкция посылок Ai оказывается противоречивой формулой. На 
самом деле такой случай есть один из примеров некорректности рассуж-
дений, математическая формулировка правила Дунса Скота «Из лжи 
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можно вывести все, что угодно». В АК эта некорректность выражается 
равенством (A1 G  ... G  An) =  для посылок из формулы (2.4). 

Из соотношения (2.4) следуют непривычные для традиционной 
теории логического вывода утверждения. Рассмотрим два случая. 

Первый случай.  Для заданного набора посылок можно вычислить 
минимальное следствие. Это результат обобщенного пересечения посы-
лок: A = A1 G … G An. Минимальное оно потому, что любое строгое 
подмножество A перестает быть следствием. Понятие минимального 
следствия позволяет в системах с конечными областями значений пере-
менных вычислить число всех возможных следствий [7]. Предположим, 
что система посылок Ai, выраженных АК-объектами, задана в простран-
стве атрибутов X1, X2, …, Xk с конечным числом значений в каждом. Ис-
пользуя метрические свойства АК, основанные на метрических свойствах 
декартовых произведений, можно рассчитать число элементов (элемен-
тарных кортежей) U в универсуме U = X1  X2  …  Xk и в АК-объекте 
A, полученном как результат обобщенного пересечения посылок Ai [6, 7]. 

Теорема 36. Пусть U = X1  X2  …  Xk – универсум, в котором все 
атрибуты имеют конечное множество значений, и в этом универсуме за-
даны выраженные АК-объектами посылки A1, ..., An. Тогда число воз-
можных следствий из посылок Ai равно 2N, где N = U  A, а 
A = A1 G … G An. 

Доказательство. Из (2.4) ясно, что любой АК-объект B = A  S, 
где S – произвольное подмножество множества элементарных кортежей в 
U \ A, есть следствие множества посылок Ai. Значит, общее число следст-
вий в точности равно числу всех подмножеств множества U \ A. Из ра-
венства U \ A = U – A следует справедливость утверждения. Конец 
доказательства. 

Второй случай. Корректные следствия могут нарушать задан-
ные в посылках ограничения. В прикладных задачах логического анализа, 
где аксиомы не общезначимы, некоторые посылки могут исполнять роль 
ограничений, выход за их пределы оценивается как некорректность в 
рассуждениях или как нарушение правил нормального функционирова-
нии исследуемого объекта. Примером может служить часто используемое 
ограничение Alldiff [21], которое требует, чтобы в решении все участ-
вующие в задаче переменные имели разные значения. Это ограничение 
применяется в некоторых из приведенных здесь задач. 

Соотношение (2.4) позволяет убедиться в том, что основанные на 
теореме дедукции правила логического вывода позволяют выходить за 
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пределы этих ограничений. Пусть в (2.4) A = A1 G … G An. Предполо-

жим, посылка Ak задает ограничение, причем kA . Ясно, что A  Ak, 

однако следствием данных посылок может быть АК-объект A G S при 

условии, что  kG AS . Значит, для данной системы существует 

АК-объект, который является следствием посылок, но при этом нарушает 
заданное ограничение. 

Рассмотрим задачу поиска следствий с некоторыми заранее задан-
ными свойствами. Теорема 36 показывает, что число возможных следст-
вий может быть весьма большим, при этом многие следствия не пред-
ставляют интереса. Например, к формальным следствиям относится уни-
версум задачи, ничего не дающий с точки зрения получения полезной 
информации. С другой стороны, далеко не всегда известно, какие утвер-
ждения надо проверить, чтобы узнать, следуют ли они из заданной сис-
темы посылок. Поэтому определенный интерес представляет рассмот-
ренное выше минимальное следствие, но иногда требуется определить 
возможные следствия из заданных посылок с учетом определенных огра-
ничений. Эта задача в исчислениях практически не рассматривается.  

При поиске вариантов возможного следствия обычно исходят из 
следующих предпосылок:  

1) в следствии желательно использовать лишь небольшую часть 
всех переменных рассуждения; 

2) состав переменных в искомом следствии нередко определяется, 
исходя из смыслового анализа конкретной системы рассуждений. 

Применение правил вывода в качестве механизма получения след-
ствий при заданных ограничениях часто требует перебора большого чис-
ла вариантов, так как заранее невозможно предсказать порядок и резуль-
тат применения правил. При использовании методов АК задача сущест-
венно упрощается. Когда задано множество АК-объектов {A1, …, An}, 
представляющих аксиомы (или посылки), то можно найти АК-объект 
A = A1 G … G An. Тогда для получения любого следствия достаточно 
построить АК-объект Bi такой, чтобы выполнялось соотношение A G Bi. 

Количество переменных в Bi можно сократить с помощью вычис-
ления проекций A. Очевидно, при таком преобразовании образуется 
АК-объект Bi, для которого соотношение A G Bi будет выполняться. В 

результате элиминации атрибутов из C-системы получается проекция, 
чьи свойства определяют дальнейшие действия по выводу следствий. 
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Проекции могут быть полными, т. е. содержащими все элементарные 
кортежи для их схем отношения, и неполными в противном случае. Если 
проекция полная, следствие из нее будет тавтологией и интереса не пред-
ставляет. Поэтому следует учитывать только неполные проекции. 

Продемонстрируем, как осуществляется поиск следствий с ограни-

чениями для Примера 12. В C-системе P[ABC] = 
     

   






 11

101
 проекции 

[A] и [B] полные, так как содержат все возможные значения атрибутов. 
Несложно проверить, что остальные проекции, т. е. [C], [AB], [AC] и [BC] 

– неполные. Для первой проекции получим Q1[C] = 
 
 






1

1
 = [{1}], что со-

ответствует логической формуле C. Проекция [AC] дает результат 

Q2[AC] = 
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11
 = [ {1}], совпадающий с предыдущим, так как атри-

бут A – фиктивный. То же самое получаем и для проекции [BC]. Проек-

ция [AB] дает Q3[AB] = 
   








 1

01
, что эквивалентно формуле A  B, т. е. 

одной их посылок. 
Если в C-системах поиск следствий с заданными ограничениями 

выполняется с помощью элиминации  атрибутов, то в D-кортежах и 
D-системах элиминация атрибутов вызывает обратный эффект, так как 
получаются АК-объекты, удовлетворяющие соотношению –X(A)  A. Но 
в D-системах есть другой простой способ получения АК-объектов, со-
держащих A в качестве подмножества. Для этого достаточно удалить не-
которые строки D-системы. Результат такого действия трудно предска-
зать заранее, но при удалении строк получится D-система, которую про-
ще преобразовать в C-систему. 

Алгоритм вывода следствий с сокращенной схемой отношения 
в АК 

1) вычислить минимальное следствие A; 
2) если A – C-система, то найти в ней неполные проекции, каж-

дую из них можно выбрать в качестве следствия; 
3) если A – D-система, то a) преобразовать ее в C-систему и вы-

полнить шаг 2 или b) удалить из A некоторые D-кортежи, после чего пре-
образовать ее в C-систему и выполнить шаг 2. 
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5.2.4. Пересматриваемые рассуждения  

Полноценный логический анализ включает в себя не только дедук-
цию (логический вывод), но и недедуктивные методы анализа (пере-
сматриваемые рассуждения, анализ неопределенностей и противоречи-
вости, формирование гипотез, абдуктивных заключений и т. д.) Теория 
логического вывода уже несколько десятилетий считается завершенной, 
чего нельзя сказать о теориях пересматриваемых рассуждений. Многие 
специалисты придерживаются точки зрения, согласно которой для анали-
за пересматриваемых рассуждений более предпочтительны неклассические 
логики (логика умолчаний, немонотонная логика и т. д.) [21].  

Один из возможных доводов в пользу применения неклассических 
логик для анализа пересматриваемых рассуждений состоит в том, что в 
классической теории логического вывода единственным критерием не-
корректности служит формальное противоречие, когда из посылок выво-
димо некоторое следствие и его отрицание. В то же время в повседнев-
ной практике рассуждений известны и часто применяются другие крите-
рии некорректности. В основном они относятся к семантике рассуждений 
(искажение смысла, несоответствие выводимых следствий бесспорным 
фактам и т. д.). Ниже предлагается выявлять подобные некорректности 
не с помощью неклассических логик, а путем формулировки и проверки 
заданных ограничений, при условии, что анализ таких несоответствий 
основан на законах классической логики, в частности, на законах алгеб-
ры множеств.  

Рассмотрим пример, когда парадокс не является формальным проти-
воречием. Даны посылки:  

a) «Все страусы летают»;  
b) «Все страусы не летают».  
Здесь нет формального противоречия, поскольку формальное отри-

цание первого утверждения – это высказывание “Существуют страусы, ко-
торые не летают”. В то же время анализ показывает, что из заданных посы-
лок выводится утверждение о том, что страусов не существует. Но дейст-
вительно ли для анализа ситуаций такого рода следует использовать не-
классическую логику? По мнению автора, предпочтительнее проверять 
систему рассуждений не на формальную противоречивость, а анализиро-
вать с точки зрения нарушения тех или иных семантических ограниче-
ний. В частности, для данного примера семантическая некорректность 
рассуждения очевидна, поскольку существование страусов не подлежит 
сомнению. 
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Если в рассуждение о страусах ввести посылку о существовании 
страусов, то получим формальное противоречие. Обозначим С – страус, 
Л – летает. Тогда исходные посылки выражаются импликациями (С  Л 
и С  Л) и, соответственно, АК-объектами 

P1[СЛ] = ]{0} {1}[; P2[СЛ] = ]{0} {0}[. 
Вычислим пересечение посылок  

P1[СЛ]   P2[СЛ] = 
 
  





 
11

0
  

 
   





 
01

0
 = [{0} ]. 

Утверждение о существовании страусов можно выразить как по-
сылку P3[С] = [{1}]. Нетрудно убедиться, что результатом обобщенного 
пересечения трех посылок будет пустой АК-объект. 

В первой части (Полисиллогистика) излагались методы анализа 
коллизий. Их тоже можно рассматривать как методы распознавания и 
анализа ограничений. Так, коллизию парадокса возникает при нарушении 
ограничения «данный объект существует», а коллизия цикла – при нару-
шении ограничения «равенство данных объектов не имеет смысла». Та-
кого рода коллизии возможны не только в полисиллогистике. Рассмот-
рим пример распознавания коллизии парадокса в структурах АК.  

Пример 13. В закрытом ящике находятся предметы, описываемые 
формой (шар или куб), цветом (белый или красный) и материалом (пла-
стмасса или дерево) Необходимо определить, какие типы предметов мо-
гут находиться в ящике, если известно: 1) все шары красного цвета; 
2) все деревянные предметы окрашены в белый цвет; 3) все пластмассо-
вые предметы не относятся к шарам. 

Обозначим S – шары, W – белые; P – пластмассовые предметы. Ес-
ли решать эту задачу с помощью E-структур, легко обнаруживается кол-
лизия парадокса (раздел 6 первой части): 

посылки: S W , P  W, P  S ; 

следствия: W  P, S  P,  S  S . 
Чтобы решить данную задачу в структурах АК, запишем условия 

задачи на языке исчисления высказываний:  
S  W, P  W, P  S. 
Эти посылки можно выразить как D-систему:  

P[SWP] =
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После преобразования P[SWP] в С-систему получим:  

P[SWP] =
  
    





 
100

10
. 

Здесь первый столбец содержит только одноэлементную компо-
ненту {0}. Это и есть признак коллизии парадокса. Действительно, вы-

ражению (S  S ) = ( S   S ) = S  в АК сопоставляется С-кортеж 

[{0} * *], который входит в следствия P[SWP], поэтому коллизия S  S  – 
следствие системы посылок. 

В данном примере, где нет ограничения «в ящике обязательно 
должны быть шары», коллизия парадокса означает, что в ящике нет ша-
ров, а все предметы имеют форму куба. 

Использование ограничений позволяет дать формальное определе-
ние гипотез в терминах АК. Пусть задана система посылок A1, …, An, 
представленных АК-объектами, и вычислен АК-объект 
A = A1 G … G An. 

Определение 19. Гипотезой называется АК-объект H, для которо-
го условие A G  H не выполняется (в противном случае в соответствии с 

(2.4) H есть следствие).  
Определение 20. Корректной гипотезой называется АК-объект H 

при условиях: 
(a) H – гипотеза;  
(b) A G H   (новая система посылок непротиворечива); 
(c) при добавлении H в систему посылок не нарушаются ограниче-

ния. 
Рассмотрим пример.  
Пример 14. В разделе 3 приводилась задача из серии задач об уз-

нике, который мог получить свободу, если угадает, в какой комнате на-
ходится принцесса [17]. Предлагаемой ниже задачи в книге Р. Смаллиана 
нет, но ситуация аналогичная.  

Перед узником три комнаты. В одной из них – тигр, в другой – 
принцесса, а третья пуста. Даны две подсказки: одна из них истинная, 
другая ложная, но какая именно – неизвестно. 

Подсказка 1: во второй комнате нет тигра, а третья – не пуста. 
Подсказка 2: первая комната не пуста, а во второй нет тигра. 
Будем считать, что ограничение нарушается, когда в разных ком-

натах оказывается одинаковое содержимое (например, тигры находятся в 
первой и третьей комнатах) – ограничение Alldiff. 
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Введем обозначения: P – в комнате принцесса; T – в комнате тигр; 
E – комната пуста. В качестве атрибутов используются номера комнат: 
N1, N2 и N3. Выразим подсказки в виде C-кортежей. 

M1[N2N3] = [{P, E} {P, T}];     M2[N1N2] = [{P, T} {P, E}]. 
Для решения задачи достаточно исследовать две гипотезы: 
Гипотеза 1: M1 – истинно; M2 – ложно; 
Гипотеза 2: M1 – ложно; M2 – истинно. 
Рассмотрим первую из них. Ее можно описать следующими выра-

жениями:  

2M = ]{E} {T} [ = 
 

  










T

E
. 

M1  2M = [ {P, E} {P, T}]  
 

  










T

E
 =  

= [{E} {P, E} {P, T}]. 
Если вычислить декартово произведение {E}  {P, E}  {P, T}, 

увидим, что из четырех полученных элементарных кортежей только один 
– (E, P, T) – не нарушает ограничения Alldiff. Следовательно, принцесса 
во второй комнате. 

Теперь проверим вторую гипотезу. 

1M  = ] {T} {E}[ = 
 

 









E

T
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1M   M2 = 
 

 









E

T
  [{P, T} {P, E} ] =  

= [{P, T} {P, E} {E}]. 
Здесь условиям задачи удовлетворяет элементарный кортеж 

(T, P, E), который отличается от полученного ранее, но оставляет неиз-
менным местонахождение принцессы. Таким образом, обе гипотезы при-
водят к одному результату: принцесса во второй комнате. 

Рассмотрим, как в АК можно моделировать абдуктивное заключе-
ние. Классический пример абдукции – открытие нейтрино. Предполага-
лось, что одним из результатов эксперимента, связанного с изучением 
бета-распада, будет выполнение закона сохранения энергии. Однако рас-
четы показали, что при бета-распаде этот закон не соблюдается. Чтобы 
«спасти» этот закон, физик В. Паули в 1930 году предложил гипотезу о 
существовании некоторых "невидимых" частиц, которые образуются в 
ходе бета-распада и забирают часть энергии. В 1932 году Э. Ферми на-
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звал эту частицу "нейтрино". Экспериментально реальность нейтрино 
(точнее, его двойника – антинейтрино) подтвердили лишь в 1953 году. 

Дадим формальное определение абдукции. Пусть A1, …, An – по-
сылки, выраженные в виде АК-объектов, из них предположительно 
должно следовать утверждение B, однако после вычисления 
A = A1 G … G An выяснилось, что соотношение A G B не подтвержда-
ется.  

Определение 21. Абдуктивное заключение – это АК-объект H при 
условиях: 

1)  H – корректная гипотеза; 
2) (H G A) G B (т. е. при добавлении H в систему посылок пред-

полагаемое следствие B становится выводимым). 
Допустим, выяснено, что предполагаемое следствие не выводится 

из посылок. Для анализа используем диаграммы Эйлера. Когда B не под-
тверждается как следствие A, т. е. не верно, что A G B, возможны два 
варианта: пересечение этих множеств не пусто (рис. 4) или они не пере-
секаются (рис. 5). Обозначим закрашенную часть A, равную A \G B, как R 
(выражение с обобщенной операцией разности \G эквивалентно выраже-

нию A G B ). 
 

                
Рис. 4                                                    Рис. 5 

 
Вариант на рис. 5 – вырожденный. Здесь добавление любых посы-

лок не поможет. При непустом пересечении A и B (рис. 4) для вычисле-
ния абдуктивного заключения (гипотезы) H необходимо учесть, что 
A G B есть минимальное следствие, и никакая часть области R не долж-
на присутствовать в H. 

С учетом сказанного сформируем следующий 
Алгоритм поиска абдуктивных заключений: 
1. Вычислить «остаток» R = A \G B. 
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2. Построить промежуточный объект Ri такой, чтобы соблюдалось 
R G Ri; 

3. Вычислить гипотезу H = iR ;. 

4. Проверить корректность H. При успешной проверке H – абдук-
тивное заключение. 

На Шаге 2 при построении промежуточного объекта Ri можно ис-
пользовать методы построения следствий с сокращенной схемой отноше-
ния. На Шаге 4 нужно учесть, что даже если ограничения не заданы, необ-
ходимо проверить обязательное условие корректности гипотезы: выполне-
ние соотношения A G H  . При выполнении Шага 2 возможна ситуа-
ция, когда A G Ri, что влечет соотношение A G H = , т. е. вырождение 
посылок. Рассмотрим пример.  

Пример 15 [3]. Проверить правильность логического вывода для 
следующего рассуждения: "Если Джонс не встречал этой ночью Смита, 
то либо Смит был убийцей, либо Джонс лжет. Если Смит не был убий-
цей, то Джонс не встречал Смита этой ночью, и убийство имело место 
после полуночи. Если убийство имело место после полуночи, то либо 
Смит убийца, либо Джонс лжет. Следовательно, Смит – убийца". 

Выразим данное рассуждение на языке ИВ. Обозначим: B – Джонс 
встречал этой ночью Смита; C – Смит был убийцей; D – Джонс лжет; E – 
убийство имело место после полуночи. При формализации предложений 
нужно учесть, что выражение «либо A, либо B» переводится на язык ИВ 
как формула (A  B)  (A  B). Тогда после преобразования каждого 
из предложений в ДНФ получим такие посылки: 

- для первого предложения: B  (C  D)  (C  D); 
- для второго предложения: C  (B  E); 
- для третьего предложения: E  (C  D)  (C  D); 
- для следствия: C. 
Чтобы представить эти формулы АК-объектами, используем схему 

отношения [BCDE]. Тогда посылки выражаются C-системами: 

A1[BCD] = 
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; A2[BCE] = 
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;  

A3[СDE] = 
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а следствие – C-кортежем S[C] = [{1}] или S[BCDE] = [ {1}  ]. 
Решить задачу можно двумя способами: 
1) проверить соотношение (A1 G A2 G A3) G S; 

2) проверить пустоту АК-объекта A1 G A2 G A3 G S . 
Пусть A = A1 G A2 G A3. Если не подтвердится A G S или резуль-

тат пересечения A G S  окажется пустым, то предполагаемое следствие 
не подтвердится. 

Вычислим R = A1 G A2 G A3. Для этого воспользуемся Теоре-
мой 8 (пересечение C-систем) и Теоремой 5 (условия объединения 
C-кортежей). В результате получим  

A[BCDE] = 
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. 

Проверим включение A G S, для чего используем Теорему 1 для 
каждого C-кортежа C-системы A. Получаем, что C-кортеж 
[{0} {0} {1} {1}] не включен в S. Таким образом, проверка показывает, 
что предполагаемое следствие (Смит был убийцей) не выводимо.  

Воспользуемся вторым способом проверки, заодно вычислим «ос-
таток» R. 

R = A G S =
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[ {0}  ] = [{0} {0} {1} {1}]. 

Решим теперь нестандартную задачу. Виновность Смита не дока-
зана, но можно ли на основе условий задачи найти факты, проверка кото-
рых может подтвердить виновность Смита. По сути, надо найти абдук-
тивное заключение. Используем приведенный выше алгоритм с учетом 
того, что первый шаг уже выполнен. 

1. R = A G S  = [{0} {0} {1} {1}]. 
2. На этом шаге можно выбрать в качестве Ri любую проекцию R. 

Пусть это будет R[E]. Тогда получим Ri = [   {1}]. 

3. Hi = iR  = [   {0}] (т. е. убийство произошло до полуночи). 

4. Проверим корректность гипотезы, т. е. убедимся, что новое ми-
нимальное следствие не пусто и виновность Смита подтверждается.  



 

A G Hi =
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G [   {0}] = 
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Проверка подтверждает корректность гипотезы «Убийство про-
изошло до полуночи». Отсюда следует, что вывод будет правильным, 
если после уточнения времени убийства окажется, что оно соответствует 
гипотезе.  

Заключение 

В данном разделе излагается сравнительно новый математический 
аппарат – алгебра кортежей. В рамках дедуктивного анализа рассмотрена 
новая задача: вывод следствий с заранее заданными свойствами. Показа-
ны возможности этой алгебры для решения задач логического анализа, в 
состав которых входят не только дедукция, но также моделирование и 
анализ пересматриваемых рассуждений без нарушения законов классиче-
ской логики.  



 

 134 

Приложение 1 

Сводка теорем Алгебры Кортежей 
(теоремы распределены по темам, номера теорем с 1 по 13 соответст-

вует номерам теорем с доказательствами в тексте Части II) 

1) пересечение АК-объектов 

Теорема 2 (пересечение однотипных C-кортежей). Пусть даны два 
однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. Тогда  

P  Q = [P1  Q1 P2  Q2 … PN  QN]. 

Теорема 3 (пустое пересечение однотипных C-кортежей). Пусть 
даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN], и в 
них имеется, по крайней мере, одна пара Pi и Qi компонент, для которых 
Pi  Qi = . Тогда P  Q = .  

Теорема 7 (пересечение C-кортежа и C-системы). Пусть даны од-
нотипные C-кортеж P и C-система Q. Результатом их пересечения будет 
C-система, содержащая все непустые пересечения C-кортежа P с каждым 
C-кортежем из Q. 

Теорема 8 (пересечение двух C-систем). Пусть даны однотипные 
C-системы P и Q. Результатом их пересечения будет C-система, содер-
жащая все непустые пересечения каждого C-кортежа из P с каждым 
C-кортежем из Q. 

Теорема 16 (пересечение однотипных D-кортежей). Пусть даны 
два однотипных D-кортежа P = ]P1 P2 … PN[ и Q = ]Q1 Q2 … QN[. Тогда 

]P1  Q1 P2  Q2  … PN   QN[   P  Q. 

Теорема 18. Для однотипных D-кортежей P = ]P1 P2 … PN[ и 
Q = ]Q1 Q2 … QN[ равенство P  Q = ]P1  Q1 P2  Q2 PN  QN[ соблюда-
ется в следующих двух случаях: 

1) P  Q или Q  P; 
2) для всех пар Pi и Qi, за исключением одной пары, имеет место 

Pi = Qi. 

Теорема 19 (пересечение D-систем). Пересечение однотипных 
D-систем равно D-системе, строки которой – все D-кортежи исходных 
D-систем. 
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2) объединение АК-объектов 

Теорема 4 (объединение однотипных C-кортежей). Пусть даны два 
однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. Тогда 

P  Q  [P1  Q1 P2  Q2 PN  QN]. 

Теорема 5. Для однотипных C-кортежей P = [P1 P2 … PN] и 
Q = [Q1 Q2 … QN] равенство P  Q = [P1  Q1 P2  Q2 … PN  QN] со-
блюдается в следующих двух случаях: 

1) P  Q или Q  P; 
2) для всех пар Pi и Qi выполняется Pi = Qi, за исключением одной 

пары. 

Теорема 6 (объединение C-систем). Объединение однотипных 
C-систем есть C-система, в которую включены все C-кортежи объеди-
няемых C-систем. 

Теорема 14 (объединение однотипных D-кортежей). Пусть даны 
два однотипных D-кортежа P = ]P1 P2 … PN[ и Q = ]Q1 Q2 … QN[. Тогда  

P  Q = ]P1  Q1 P2  Q2 … PN  QN[. 

Теорема 15 (равное универсуму объединение однотипных 
D-кортежей). Пусть даны два однотипных D-кортежа P = ]P1 P2 … PN[ и 
Q = ]Q1 Q2 … QN[, и существует, по крайней мере, одна пара Pi и Qi ком-
понент, для которых Pi  Qi = . Тогда P  Q равно универсуму. 

3) дополнение АК-объектов 

Теорема 9. Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 ... Pn-1 Pn] есть диаго-

нальная C-система R = 


























nP...
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...P
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1

 размерности n  n, где каждая 

диагональная компонента – дополнение соответствующей компоненты 
C-кортежа P. 
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Теорема 10. Дополнение C-кортежа P = [P1 P2 ... Pn] равно 

D-кортежу ] 1P  2P  ... nP [, а дополнение D-кортежа Q = ]Q1 Q2 ... Qn[ есть 

C-кортеж [ 1Q  2Q  ... nQ ]. 

Теорема 11. Дополнение C-системы есть D-система той же раз-
мерности, все компоненты которой равны дополнениям соответствую-
щих компонент исходной C-системы. 

Теорема 12. Дополнением D-системы есть C-система той же раз-
мерности, все компоненты которой равны дополнениям соответствую-
щих компонент исходной D-системы. 

Теорема 13. Дополнение C-кортежа P = [   … Pi …  ] с един-
ственной (i-ой) нефиктивной компонентой равно C-кортежу 

PC = [   … iP  …  ]. 

4) проверка включения АК-объектов 

Теорема 1 (проверка включения однотипных C-кортежей). Пусть 
даны два однотипных C-кортежа P = [P1 P2 … PN] и Q = [Q1 Q2 … QN]. 
Тогда P  Q, если и только если Pi  Qi верно для всех соответствующих 
пар компонент сравниваемых C-кортежей. 

Теорема 17 (проверка включения однотипных D-кортежей). Пусть 
даны два однотипных D-кортежа P = ]P1 P2 … Pn[ и Q = ]Q1 Q2 … Qn[. 
Тогда P  Q, если и только если соблюдается Pi  Qi для всех соответст-
вующих пар компонент сравниваемых D-кортежей. 

Теорема 20 (проверка включения однотипных C-кортежа в 
D-кортеж). Для C-кортежа P = [P1 P2 … Pn] и D-кортежа Q = ]Q1 Q2 … Qn[ 
справедливо P  Q, если и только если по крайней мере для одного i со-
блюдается Pi  Qi. 

Теорема 21 (проверка включения однотипных C-кортежа в 
D-систему). Для C-кортежа P и D-системы Q справедливо P  Q, если и 
только если для каждого D-кортежа Qj из Q выполняется P  Qj. 
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Теорема 22 (проверка включения однотипных C-системы в 
D-систему). Для C-системы P и D-системы Q справедливо P  Q, если и 
только если каждый C-кортеж из P включен в каждый D-кортеж из Q. 

5) преобразования АК-объектов в другие типы 

В АК отсутствуют алгоритмы, с помощью которых можно прямо выпол-
нять операции пересечения или объединения C-кортежей или C-систем с 
D-кортежами или D-системами. Для выполнения этих операций необхо-
димо преобразовать один из АК-объектов в другой тип (например, 
D-кортеж или D-систему в C-систему или, наоборот, C-кортеж или 
C-систему в D-систему). Во многих случаях, когда преобразуемые 
C-системы или D-системы имеют большую размерность, алгоритмы ока-
зываются весьма трудоемкими, т. е. требуют больших вычислительных 
ресурсов. В литературе по АК излагаются методы уменьшения этой тру-
доемкости. Некоторые из них приведены в разделе 5.2.1, Пример 10. 

Теорема 23 (преобразование D-кортежа в C-систему). Каждый 
D-кортеж P = ]P1 P2 … Pn[ эквивалентен диагональной C-системе 

P = 
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Теорема 24 (преобразование C-кортежа в D-систему). Каждый 
C-кортеж P = [P1 P2 … Pn] эквивалентен диагональной D-системе 

P = 
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Теорема 25 (преобразование D-системы в C-систему). D-система 
P, содержащая m D-кортежей, эквивалентна C-системе, которая является 
пересечением m C-систем, полученных с помощью преобразования каж-
дого D-кортежа из P в диагональную C-систему. 

Теорема 26 (преобразование C-системы в D-систему). C-система 
P, содержащая m C-кортежей, эквивалентна D-системе, которая является 
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объединением m D-систем, полученных с помощью преобразования каж-
дого C-кортежа из P в диагональную D-систему. 

Теорема 27. D-кортеж вида ]Q1 Q2 ... Qm-1 Qm[ преобразуется в эк-
вивалентную ему ортогональную C-систему:  
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6) операции с атрибутами 
Теорема 28. Добавление нового фиктивного атрибута с компонен-

тами  в D-кортеж или в D-систему соответствует тому, что в эквива-
лентные им C-системы добавляется фиктивный атрибут с полными ком-
понентами. 

Теорема 29. В алгебре кортежей для операций , G , G  и срав-

нений G , G , G  справедливы все законы алгебры множеств. 

7) соотношения между АК и логическими исчисления-
ми 

Теорема 30. Если логической формуле A, не содержащей свобод-
ной переменной x, соответствует АК-объект R, в схеме отношения кото-
рого отсутствует атрибут X, то АК-объект +X(R) соответствует логиче-
ской формуле x(A).  

Теорема 31. Если C-кортеж или C-система R[…X…] – область ис-
тинности логической формулы A(…, x, …) со свободной переменной x, то 
АК-объект –X(R[…X…]) – область истинности логической формулы 
x(A(…, x, …)).  

Теорема 32. Пусть R[…X…] – D-кортеж или D-система, у кото-
рой отсутствуют D-кортежи с компонентами “*” в атрибуте X. Тогда для 
соответствующего этому АК-объекту предиката P(…, x, …) формула 

X (R) соответствует формуле x(P).  



 

Теорема 33. Если АК-объекты SA и SB – области истинности для 
логических формул A и B, то общезначимость импликации A  B равно-
сильна выполнению отношения SA  SB. 

Теорема 34. Пусть посылки рассуждения выражены АК-объектами 
A1, ..., An и задан АК-объект B. Тогда B есть следствие A1, ..., An тогда и 

только тогда, когда A1 G  ... G  An G B  = . 

Теорема 35. Пусть заданы посылки A1, ..., An и предполагаемое след-
ствие B, выраженные структурами АК. Тогда алгоритм проверки правиль-
ности следствия B, для заданных посылок Ai заключается в вычислении 
обобщенных пересечений и проверке обобщенного включения: 
(A1 G  ... G  An) G  B. 

Теорема 36. Пусть U = X1  X2  …  Xk – универсум, в котором все 
атрибуты имеют конечное множество значений, и в этом универсуме за-
даны выраженные АК-объектами посылки A1, ..., An. Тогда число воз-
можных следствий из посылок Ai равно 2N, где N = U  A, а 
A = A1 G … G An.  
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Приложение 2 

Таблица соответствий между АК и исчислениями 

 

Алгебра кортежей 
Исчисление высказываний и  

предикатов 

Элементарный кортеж, 
принадлежащий АК-

объекту 

Выполняющая подстановка соответст-
вующей формулы 

C-кортеж 
Конъюнкция одноместных предикатов или 

высказываний  

C-система 
Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) 

или многоместный предикат 

D-кортеж 
Дизъюнкция одноместных предикатов или 

высказываний 

D-система 
Конъюнктивная нормальная форма (КНФ) 

или многоместный предикат 
Непустой АК-объект Выполнимая формула 
АК-объект, равный 

универсуму 
Тождественно истинная формула (тавто-

логия) 

АК-объект, равный  
Тождественно ложная формула (противо-

речие) 

Операция добавление 
фиктивного атрибута 

Правило обобщения: из A следует xA 
при условии, что в A отсутствует свобод-

ная переменная x 
Операция –X для 

C-кортежей и C-систем 
Навешивание квантора xA при условии, 

что переменная x свободна в A.  
Операция –X для 

D-кортежей и D-систем 
Навешивание квантора xA при условии, 

что переменная x свободна в A. 
Включение одного  

АК-объекта в другой 
Логический вывод, отношение выводимо-

сти 
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