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8. Экзистенциальные суждения

Ранее мы рассматривали примеры с суждениями, в которых для субъекта явно использовался термин «все» или его присутствие подразумевалось. Даже если в качестве субъекта использовался единичный объект (например, «Онегин» или «Сократ»), то все равно в суждении он рассматривался как целое неразделимое множество, содержащее единственный элемент и полностью включенное в множества, играющие в этом суждении роль предикатов. Здесь мы рассмотрим ситуации, когда в суждениях к субъекту применен термин «некоторые».

Если перед субъектом суждения вставлен термин «некоторые», то тем самым предполагается, что с предикатом может быть связана какая-то часть множества, играющего роль субъекта. При этом «объем» данной части может быть неопределенным. Возможно, что она является пустым множеством, но тогда в системе анализа рассуждений необходимо предусмотреть возможность распознавания этой ситуации.

В логике термины «все» и «некоторые» играют особую роль. Они называются кванторами, и для них даже введены специальные общепринятые знаки: ( (все – от английского слова All) и ( (некоторые, существует – от английского слова Exist). В нашей системе отдельные символы для кванторов не используются. Для терминов обычных суждений предполагается, что на них «навешен» квантор «все» (например, A(B  переводится как "Все  A есть B"), а для квантора «некоторые» предлагается использовать специальный вид суждений – экзистенциальные суждения (от слова exist – существовать). По смыслу экзистенциальное суждение – это суждение, в котором утверждается или проверяется существование некоторого множества с определенным набором свойств (предикатов). При этом имя этого множества отсутствует в списке литералов структуры, и тогда для его обозначения мы должны использовать новый литерал. А чтобы отличить его от основных (базовых) литералов, будем называть его неопределенным литералом. 

По смыслу базовые литералы рассуждения – это обозначения некоторых свойств объектов и их отрицаний (например, "выполняющие обещания"  и "не выполняющие обещания"). Когда мы выбираем какое-то множество литералов, то тем самым мы выделяем объекты,  обладающие соответствующим набором свойств. Но может оказаться так, что в структуре не допускается существование таких объектов, потому что это противоречит логическим соотношениям структуры. Экзистенциальные суждения вводятся в основном для того, чтобы ответить на вопрос о существовании в структуре объектов с заданными свойствами. 

В силлогистике Аристотеля используется всего два типа суждений, которые можно отнести к экзистенциальным. Здесь они называются частными суждениями. Это частноутвердительное суждение "Некоторые A есть B" и частноотрицательное суждение "Некоторые A не есть B". В таких суждениях, выраженных на естественном языке, смысловой акцент переносится на первый термин (A), хотя на самом деле очевидно, что речь в них идет о том, что пересечение множеств, обозначенных терминами A и B (в первом суждении) или A и 
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 (во втором суждении), не является пустым множеством. Поэтому суждение "Некоторые A есть B" равносильно суждению "Некоторые B есть A", а суждение "Некоторые A не есть B" – суждению "Некоторые не-B есть A". Данная особенность частных суждений была в свое время отмечена Льюисом Кэрроллом [1]. Она легко обосновывается, если проанализировать частные суждения с помощью Жергонновых отношений (см. раздел 2).

С учетом сказанного частные суждения Аристотелевской силлогистики выражаются в терминах E-структур следующим образом. Введем некоторый новый термин в наше рассуждение (например, W или (). Тогда Аристотелевское суждение "Некоторые A есть B" можно в E-структурах представить как W((A, B), а суждение "Некоторые A не есть B" – как (((A,
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). В терминах алгебры множеств эти суждения соответствуют формулам: 

W ( (A ( B) и ( ( (A (
[image: image3.wmf]B

).

Для сравнения приведем общепринятую формулировку частных суждений в терминах математической логики: 1) (x(A(x)(B(x)) и 2) (x(A(x)((B(x)), которые можно выразить содержательно так: 1) «Существует хотя бы один объект x, который одновременно обладает свойствами A и B» и 2) «Существует хотя бы один объект x, который одновременно обладает свойствами A и не-B». Для решения задач моделирования и анализа полисиллогизмов на основе E-структур отпадает необходимость использования кванторов. Такое упрощение позволяет значительно расширить аналитические возможности метода.

Определение 14. Экзистенциальным называется суждение, в котором утверждается в посылках или доказывается в следствиях непустота пересечения двух или более множеств, обозначенных соответствующими базовыми терминами.

Из этого определения становится понятной идея обобщения частных суждений Аристотелевской силлогистики: к таким суждениям относятся суждения, у которых на месте субъекта размещается некоторый новый термин, а число предикатов суждения может быть любым. 

В предыдущих разделах для получения следствий мы использовали правила вывода, которые соответствовали структурным свойствам отношения включения в алгебре множеств. Но для вывода экзистенциальных суждений этих правил вывода недостаточно. Здесь требуется иная постановка задачи, а именно: в конкретной E‑структуре необходимо доказать, что пересечение некоторых множеств при заданных исходных посылках не является пустым.
Поэтому и методы решения задачи вывода экзистенциальных суждений значительно отличаются от методов вывода общих суждений. К изучению этих методов мы и приступим. Но прежде рассмотрим одну ситуацию, которая может ввести в заблуждение при использовании экзистенциальных суждений в качестве посылок. Ранее мы рассматривали пары контрарных суждений типа A(B и A(
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, при совмещении которых в рассуждении образуется коллизия парадокса. Попробуем «ослабить» второе суждение, т.е. сформулировать его не как общее, а как частное суждение W((A,
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). Наша E-структура в этом случае будет содержать две посылки: A(B и W((A,
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).

Если применим к этой E-структуре известные нам методы анализа, то в результате получим коллизию парадокса W(
[image: image7.wmf]W

. Из нее следует, что множество «некоторые A» в этой E‑структуре должно быть равно пустому множеству. Та же ситуация будет, если мы преобразуем в частное суждение не второе, а первое суждение. Полученная E-структура 

W((A, B); A(
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тоже окажется парадоксальной: при выводе всех следствий мы получим ту же коллизию парадокса W(
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. Пары таких суждений оказываются логически несовместимыми. В традиционной логике их отличают от контрарных суждений и называют контрадикторными.

Совсем другая ситуация получится, если мы совместим в одном рассуждении два частных суждения «Некоторые A есть B» и «Некоторые A не есть B». Посмотрим, что получится, если мы представим эти суждения в обозначениях E‑структур, т.е. как W((A, B) и W((A,
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). Результат окажется тем же самым: в следствиях появится та же коллизия парадокса W(
[image: image11.wmf]W

. Но попробуем рассмотреть конкретные примеры, например, «Некоторые грибы ядовиты» и «Некоторые грибы не ядовиты». Ясно, что эти два суждения в естественном языке вполне совместимы. Почему же тогда при их формализации возникает коллизия парадокса?
Ответ очевиден: в разных предложениях одно и то же словосочетание «некоторые грибы» могут обозначать разные виды грибов, но при формализации эти, возможно, разные виды грибов мы обозначили одним и тем же символом W. Отсюда ясно, что при повторении в разных посылках одинаковых словосочетаний «некоторые X» мы должны обозначать их разными символами. Посмотрим, что получится в этом случае. Пусть даны посылки W1((A, B); W2((A,
[image: image12.wmf]B

). Построим для них стрелочную диаграмму (рис. 24) и все возможные следствия из этих посылок (рис. 25).
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Рис. 24





Рис. 25

Коллизии парадокса здесь нет, но среди следствий получены два утверждения W1(
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W

 и W2(
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. Из этих суждений ясно, что множества W1 и W2 не имеют ни одного общего элемента, т.е. их пересечение равно пустому множеству. Если вернуться к нашим конкретным суждениям, то это означает, что ни один гриб не может быть одновременно ядовитым и неядовитым. Здесь, разумеется, не учитываются такие ситуации, когда вполне съедобные грибы при некоторой невоздержанности в употреблении могут вызвать легкое недомогание, или весьма редкие случаи аллергии на неядовитые грибы, но в данном случае такими частностями можно пренебречь.

Пример 10. Еще одно применение экзистенциальных суждений рассмотрим на примере парадокса «Лжец». Этот парадокс был открыт древнегреческим философом Эвбулидом (IV век до н. э.). Суть его заключается в следующем. Критянин Эпименид сказал: «Все критяне лжецы». Нужно, используя только логический анализ, определить, солгал ли Эпименид или сказал истину.

Рассмотрим сначала этот парадокс на содержательном уровне. Если он сказал истину, то выходит, что все критяне лжецы, а поскольку Эпименид критянин, то он не мог сказать истину. Предположим теперь, что Эпименид солгал. Тогда получается, что все критяне не лжецы, а раз так, то Эпименид, будучи критянином, не мог солгать. Так что оказывается, что любое предположение приводит к противоречию.

Посмотрим, что получится, если использовать для анализа этого парадокса E‑структуру. Выберем в качестве универсума множество людей. Среди этих людей встречаются критяне (К) и не критяне (
[image: image17.wmf]К

), лжецы (Л) и правдивые (
[image: image18.wmf]Л

). В число этих людей входит также критянин Эпименид (Э) и все остальные люди (
[image: image19.wmf]Э

). Сформулируем теперь исходные суждения для ситуации, когда Эпименид сказал неправду. В этом случае можно считать Эпименида лжецом, а суждение «Все критяне лжецы», которое он высказал, необходимо заменить на его антитезу «Все критяне не лжецы». Тогда получим:

Э((К, Л) – Эпименид – критянин и лжец;

К(
[image: image20.wmf]Л

 – Все критяне не лжецы.

Теперь построим стрелочные диаграммы для исходных посылок (рис. 26) и для CT‑замыкания (рис. 27).
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Рис. 26



Рис. 27

Одним из следствий наших исходных посылок оказалось суждение Э(
[image: image23.wmf]Э

, т.е. коллизия парадокса. Из этого получается, что множество «Эпименид» является пустым множеством, т.е. Эпименид в данной системе посылок не может существовать. Посмотрим теперь, что получится, если мы в качестве антитезы ложному суждению Эпименида возьмем не общее, а частное суждение «Некоторые критяне не лжецы». Как мы уже знаем, это суждение является контрадикцией к суждению «Все критяне лжецы» и при совмещении с ним вызывает коллизию парадокса. Отсюда, если принять, что «Все критяне лжецы» – ложное суждение, то истинным суждением будет его антитеза: «Некоторые критяне не лжецы». Оказывается, что при подстановке именно этого суждения в структуру парадокса не возникает. Чтобы проверить это, построим для этой системы суждений соответствующую E‑структуру.

Э((К, Л) – Эпименид критянин и лжец;

W((К,
[image: image24.wmf]Л

) – Некоторые критяне не лжецы.

Теперь построим стрелочную диаграмму для исходных посылок (рис. 28) и для CT‑замыкания (рис. 29).
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Рис. 28 




Рис. 29

Нетрудно убедиться, что коллизии парадокса не появилось. Критянин Эпименид лжец и он включен в состав тех, которые не являются «некоторыми» правдивыми критянами (следствие Э(
[image: image27.wmf]W

).

Перейдем теперь к рассмотрению простых методов получения корректных экзистенциальных суждений из некоторого множества посылок.

Пример 11. Рассмотрим известный тип силлогизма (в Аристотелевской силлогистике – это модус EAO 4-й фигуры категорического силлогизма), в котором из двух общих суждений можно вывести только частное суждение.

1-я посылка: Ни одно млекопитающее не есть рыба.

2-я посылка: Все рыбы дышат жабрами.

Заключение: Некоторые из тех, кто дышит жабрами, не являются млекопитающими.

Из биологии нам известно, что все дышащие жабрами не относятся к классу млекопитающих. В заключении же говорится только о некоторых из них. Но в данном случае мы не имеем права говорить о всех дышащих жабрами, потому что при логическом выводе мы должны исходить не из наших знаний или заблуждений, а только из того, что нам дано в посылках. А из наших посылок по правилам Аристотелевской силлогистики можно вывести только частное суждение. Посмотрим, что получится, если воспользоваться E-структурами.

Обозначим М – млекопитающие, Р – рыбы, Ж – дышащие жабрами. Тогда посылки можно представить в виде таких формул:

М ( 
[image: image28.wmf]Р

;  Р ( Ж.

Здесь нужно сделать одно пояснение. Суждение типа «Ни одно A не есть B» в традиционной логике означает то же самое, что и суждение типа «Каждое A не есть B» и в алгебре множеств соответствует включению соответствующего множества A в дополнение множества B. Наличие двух отрицаний в одном суждении в данном случае обусловлено не двумя фактическими отрицаниями, а некоторыми нелогичными особенностями синтаксиса русского языка. Например, в английском языке суждение «Ни одно A не есть B» формулируется как «No A is B», т.е. в этом языке в отличие от русского используется только одно отрицание. На диаграммах Эйлера соотношения, выраженные этими суждениями, изображаются в виде пары непересекающихся множеств A и B, из чего следует справедливость включения A(
[image: image29.wmf]B

.
Нарисуем граф рассуждения (рис. 30) и, используя правило контрапозиции, изобразим диаграмму Хассе этой структуры (рис. 31).
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Рис. 30



Рис.31

Рассмотрим простой метод построения экзистенциальных суждений для произвольной E‑структуры. Здесь нужно учесть, что граф E-структуры – это граф частично упорядоченного множества (см. раздел 4), в котором определяющим отношением является отношение включения множеств. В каждой E-структуре можно выделить наибольший и наименьший элементы – это пустое множество (() и универсум (U); на схемах мы их не показываем – они просто подразумеваются. Кроме подразумеваемых наибольшего и наименьшего элементов в E‑структурах имеются так же минимальные и максимальные элементы – на схемах их присутствие обязательно. Если руководствоваться схемным представлением, то их определение (в отличие от их определения в разделе 4) очень просто.

Минимальные элементы E-структуры – это элементы, в которые не входит ни одна дуга. На рисунке 31 мы можем распознать таким образом 3 минимальных элемента (М, Р и 
[image: image32.wmf]Ж

).

Максимальные элементы E-структуры – это элементы, из которых не исходит ни одна дуга. На рисунке 31 мы можем распознать таким образом 3 максимальных элемента (
[image: image33.wmf]М

, 
[image: image34.wmf]Р

 и Ж).

Чтобы построить в E-структуре множество возможных экзистенциальных (частных) суждений, достаточно вычислить верхние конусы всех минимальных элементов.

Используя для этого граф на рисунке 31, получим

М( = {М, 
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};  Р( = {Р, Ж, 
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};  
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( = {
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, 
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}.

Тогда экзистенциальные суждения данной структуры формируются в следующей последовательности:

1) выбирается любой верхний конус (например, {Р, Ж, 
[image: image40.wmf]М

});

2) из выбранного на шаге 1 множества литералов формируется некоторое его подмножество (например, {Ж, 
[image: image41.wmf]М

});
3) формируется экзистенциальное суждение, в правой части которого содержится выбранное на предыдущем шаге подмножество литералов.
В нашем примере таким экзистенциальным суждением будет, в частности,

W(( Ж, 
[image: image42.wmf]М

), 

которое при переводе на естественный язык ("Некоторые, дышащие жабрами, не являются млекопитающими") совпадает с заключением, полученным по правилам Аристотелевой силлогистики. 
Верхние конусы минимальных элементов называются максимальными верхними конусами данной E-структуры. Максимальными они являются потому, что верхний конус любого элемента, не являющегося минимальным, обязательно является подмножеством какого-либо максимального верхнего конуса.

Рассмотренный метод построения экзистенциальных суждений с помощью максимальных верхних конусов, позволяет вывести все правильные силлогизмы, содержащие в качестве заключений частные суждения, а также построить такие частные заключения, которые не предусмотрены в силлогистике Аристотеля. Эти частные суждения обладают тем свойством, что они при добавлении в структуру не вызывают коллизий не только в исходной структуре, но и в структуре, которая получается из исходной за счет добавления в нее новых суждений или терминов. При этом, разумеется, должно выполняться условие: при расширении структура должна оставаться корректной. Поэтому частные суждения, полученные этим методом (с помощью максимальных верхних конусов), мы будем называть безусловными экзистенциальными суждениями (в прежних работах на эту тему такие суждения назывались Аристотелевыми частными суждениями). 

Свойство безусловных экзистенциальных суждений сохранять свою корректность при любом корректном расширении структуры обусловлено следующей закономерностью: при любом корректном расширении исходной структуры верхние конусы всех элементов исходной структуры являются подмножествами верхних конусов тех же элементов в расширенной структуре. 
Эта закономерность может быть строго доказана, но здесь мы это доказательство не будем рассматривать. 

Но, оказывается, имеется другой метод построения корректных экзистенциальных суждений и соответственно другой класс экзистенциальных суждений. Предположим, что мы выбираем литералы для правой части экзистенциального суждения, но при этом потребуем выполнения только одного условия: это суждение в данной структуре должно быть корректным. Тогда появляется возможность построить такие корректные экзистенциальные суждения, у которых в правой части множество литералов не является подмножеством литералов какого-либо максимального верхнего конуса структуры. Чтобы такой выбор не производился вслепую, можно воспользоваться следующей теоремой. Предположим, что в структуре выбрано некоторое множество литералов M = {L1, L2, ... Lk}, при этом условие, что M включено в один из максимальных верхних конусов структуры, не обязательно. Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 4. (условие корректности экзистенциальных суждений) Экзистенциальное суждение является корректным в данной корректной структуре, если и только если соблюдается условие: 

(i): множество (L1)( ( (L2)( ( ... ( (Lk)(  не содержит ни одной пары альтернативных литералов.

Доказательство. Появление новой связи ( ( Li в структуре означает, что новый литерал ( связан также со всеми литералами из (Li)(. Обозначим R – множество, равное объединению верхних конусов литералов, входящих в правую часть экзистенциального суждения ( ( (L1, L2, ... Lk), т.е.

 R = (L1)( ( (L2)( ( ... ( (Lk)( .

Если в R содержится пара альтернативных литералов (например, A и 
[image: image43.wmf]A

), то это означает, что при добавлении в структуру экзистенциального суждения в ней после вывода всех следствий появляются два контрарных суждения ( ( A и ( (
[image: image44.wmf]A

, а это означает появление  коллизии парадокса в структуре. Следовательно, при несоблюдении условия (i) экзистенциальное суждение некорректно. Рассмотрим случай когда условие (i) выполняется и докажем, что в этом случае новое частное суждение корректно. При формировании частного суждения ( ((L1, L2, ... Lk), где ( – новый литерал, в структуре появляются новые элементарные суждения ((L1, ((L2, ..., ((Lk и их контрапозиции 
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. В этих контрапозициях присутствуют базовые литералы, из которых можно сформировать множество M0 = {
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}. Это множество содержит литералы, альтернативные литералам из множества M. Ясно, что при выполнении условия (i) пересечение множеств M ( M0 = (. Предположим, что при добавлении экзистенциального суждения в системе появилась коллизия парадокса ((
[image: image54.wmf]d

. Это возможно лишь тогда, когда в R имеется некоторый литерал (допустим, что это B), которой связан с одним из литералов множества M0 (например, c 
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). Наличие такой связи означает, что при добавлении экзистенциального суждения в структуре появляется путь (( ... ( B ( ... ( 
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(
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, что означает коллизию парадокса. Это также означает, что в CT-замыкании исходной структуры имеется связь B(
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 и, следовательно, ее контрапозиция Li (
[image: image59.wmf]B

. Поскольку Li содержится в M, то, следовательно, 
[image: image60.wmf]B

 содержится R. Таким образом, получается, что в R содержится пара альтернативных литералов B и 
[image: image61.wmf]B

, что противоречит условию (i). Следовательно, предположение о существовании коллизии парадокса в структуре ведет к нарушению условия (i). Что касается коллизии цикла, то она невозможна, так как исходная структура корректная и в ней нет циклов, поэтому цикл, если он появляется при добавлении экзистенциального суждения, должен включать литералы ( или 
[image: image62.wmf]d

. Но это невозможно, так как ( является минимальным литералом, а 
[image: image63.wmf]d

 – максимальным. Конец доказательства.

Соотношение, доказанное в теореме 4, позволяет формировать корректные экзистенциальные суждения не только с помощью верхних конусов, но и такие, у которых множество литералов правой части не является подмножеством какого-то максимального верхнего конуса. Так, в примере 11 корректным является экзистенциальное суждение (((М, 
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), хотя множество {М, 
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} не включено ни в один максимальный верхний конус структуры. В то же время условие (i) теоремы 4 соблюдается:

М( ( 
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( = {М, 
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}({
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}= {М, 
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,
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}.

Экзистенциальные суждения, построенные таким способом, уже не будут безусловными суждениями, потому что они могут оказаться некорректными после расширения структуры (т.е. при добавлении в нее новых суждений – гипотез) или при введении некоторых новых условий или ограничений. Поэтому такие суждения мы будем называть условными экзистенциальными суждениями. Более подробно о них рассказано в следующем разделе, в котором речь идет о гипотезах.

9. Формирование и проверка гипотез

В логике методы рассуждений делятся на два класса: дедуктивные выводы и правдоподобные рассуждения (или недедуктивные выводы). Для выполнения дедуктивных выводов необходимы некоторые правила логического вывода; эти правила определены математической формальной системой, с помощью которой моделируются рассуждения и во многом соответствуют правилам логического вывода, которые используются в строгих математических доказательствах. Из предыдущих разделов мы уже знаем, что для систем логического анализа на основе E-структур предусмотрены два правила вывода – транзитивности и контрапозиции, с помощью которых формируется CT-замыкание структуры. Кроме того, для контроля корректности структуры используются методы проверки наличия или отсутствия коллизий. Эти методы не являются правилами вывода, но способствуют их успешной реализации. 

Однако естественные рассуждения не ограничиваются только дедуктивными выводами. Дедукция, как правило, работает на заключительном этапе мыслительных процессов, когда построены некоторые исходные утверждения, которые имеют статус аксиом. Тогда  получение следствий (теорем) из аксиом и проверка того, что некоторое утверждение является следствием из этих аксиом, относятся к дедукции В то же время сами аксиомы нередко формируются с помощью некоторых обобщений и творческой интуиции. Эта мыслительная деятельность относится уже к правдоподобным рассуждениям.

Понятно, что с помощью логики, по-видимому, невозможно отобразить все многообразие творческого поиска. Но некоторые его разновидности все же можно воспроизвести, используя строгие математические системы. Некоторые методы правдоподобных рассуждений могут быть реализованы с использованием математики и вполне возможна реализация их на компьютере. К ним относятся индукция (в узком смысле поиск закономерностей на примерах), абдукция (поиск объяснений для некоторых неожиданных и не выводимых из аксиом фактов или примеров) и формирование гипотез (поиск новых утверждений, не являющихся следствиями принятых аксиом). 

Примером индукции в рассуждениях является вывод немецким астрономом Иоганном Кеплером (1571–1630) математических законов движения планет вокруг Солнца на основе данных астрономических наблюдений. Но индуктивные выводы не всегда бывают безусловно верными. Если мы, допустим, путешествуя по Европе и Азии, встречаем только белых лебедей, то мы можем сделать индуктивный вывод "Все лебеди белые". Но, если мы попадем в Австралию, то нам придется изменить свою точку зрения, так как там встречаются черные лебеди. В настоящее время многие методы поиска закономерностей на примерах развились в целую отрасль компьютерных технологий, которая получила название Data Mining [8].

Абдукцию мы рассмотрим позже. А в этом разделе познакомимся с гипотезами. По сути гипотеза – это новое знание, которое не является следствием принятых аксиом (или посылок). В то же время, чтобы гипотеза была корректной, она не должна противоречить нашим аксиомам – для E-структур это означает, что при добавлении сформулированной гипотезы в конкретную структуру не происходит логических конфликтов в виде коллизий. 

Рассмотрим сначала самые простые случаи такого бесконфликтного обновления знаний. Пусть исходное знание представлено корректной E-структурой R, и в этой E‑структуре имеется множество T базовых терминов. Тогда простейшим случаем бесконфликтного обновления знаний будет случай, когда новое суждение (допустим, это суждение A(B) содержит термины (A и B), которые не входят в состав базовых терминов E‑структуры R. Ясно, что при добавлении этого суждения в R какие-либо коллизии невозможны. Например, если мы к посылкам из примера 6 (раздел 3) добавим суждение "Все лебеди белые", то увидим, что по содержанию оно никак не связано с терминами из этого примера. Суждения такого типа можно считать нейтральными относительно исследуемого знания. И такой случай в силу своей тривиальности никакого интереса не представляет.

Более интересен случай, когда в новом суждении наряду с новыми терминами содержатся базовые термины E-структуры R. Самый простой вариант, когда в систему добавляется новое суждение, но при этом в системе содержится только один из терминов нового суждения. Тогда независимо от того, является ли новым термином предикат или субъект данного суждения, наша система «воспримет» новое суждение без всяких коллизий. За счет постепенного наращивания таких рассмотренных выше случаев происходит неограниченное расширение любой исходной системы.

В качестве примера рассмотрим полисиллогизм Л. Кэрролла, который ранее был использован в примере 6 (раздел 3).

1) Всякие малые дети неразумны;

2) Все, кто укрощает крокодилов, заслуживают уважения;

3) Все неразумные люди не заслуживают уважения.

Добавим в этот полисиллогизм еще одно суждение: "Все обманщики не заслуживают уважения". В этом суждении предикат представлен термином, уже содержащимся в системе, а субъект – новым термином («обманщики»). В результате такого пополнения наша система также останется корректной системой, а число базовых терминов системы увеличится на два («обманщики» и их отрицание – «не обманщики»). При этом в новой системе появляются некоторые интересные особенности, которые будут рассмотрены несколько позже.

Бесконфликтность системы, обновленной за счет такой гипотезы, можно проверить, построив соответствующее CT‑замыкание. Более сложным является случай, когда в новом суждении предусматривается новая связь между двумя и более терминами исходной системы. Частично этот случай был рассмотрен в предыдущем разделе, когда с помощью верхних конусов в корректной E‑структуре строились некоторые экзистенциальные суждения, в которых появлялись уже новые термины. Тем самым мы бесконфликтно дополняли исходную E-структуру новыми суждениями, не используя при этом основные правила вывода (контрапозиции и транзитивности). Но этот метод позволяет сформировать только гипотезы, которые являются безусловными экзистенциальными суждениями.

Рассмотрим пример условного экзистенциального суждения. Пусть задана простая E‑структура с двумя суждениями: A(B и B(C. Построим ее CT‑замыкание и выделим все максимальные верхние конусы:

A( = {A, B, C}; 
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( = {
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CT-замыкание этой E-структуры представлено в виде графа на рис. 32.
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Рис. 32




Рис. 33

Испытаем для этой E-структуры экзистенциальное суждение W((
[image: image78.wmf]A

, B). Совокупность литералов {
[image: image79.wmf]A

, B} не включена ни в один из максимальных верхних конусов и поэтому данное суждение не является безусловным. А будет структура корректной, если мы присоединим это суждение к исходной системе (рис. 33)?

Проверка по теореме 4 показывает, что корректность структуры не нарушится. Но  в чем заключается "условность" данного экзистенциального суждения? Точнее, при каких условиях или корректных изменениях в структуре добавление этого суждения в структуру  приведет к коллизии? Дело в том, что в структуре содержится соотношение A(B (т.е. в терминах алгебры множеств A(B – нестрогое включение), и при этом допускается возможность равенства A и B. В то же время экзистенциальное суждение W((
[image: image80.wmf]A

, B) означает, что в множестве B содержится хотя бы один элемент из дополнения множества A и, следовательно, равенство A и B невозможно. Другими словами, рассматриваемое экзистенциальное суждение вводит в структуру ограничение, которое не имело бы места, если бы к структуре добавлялось безусловное экзистенциальное суждение.
Данный пример иллюстрирует тот факт, что добавление новых суждений, содержащих два и более терминов исходной системы, не всегда является простым делом и порой требует тщательной проверки. Такую проверку можно существенно облегчить, если использовать компьютерную программу анализа рассуждений.

Рассмотрим ситуацию, когда в новом суждении (или в совокупности новых суждений) содержатся только базовые термины. Такие суждения не являются экзистенциальными, будем называть их базовыми суждениями. Начнем с простого примера. Пусть существующее знание представлено E‑структурой, показанной на рисунке 32. Состав базовых терминов этой E-структуры образует множество T = {A, B, C, 
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}. Спрашивается, можно ли в эту E-структуру добавить хотя бы одно суждение, используя только термины из множества T, и при этом нужно проследить, чтобы новое суждение не содержалось в CT‑замыкании этой структуры?

Если не знать некоторых закономерностей E-структур, то для ответа на этот вопрос потребуется тупой перебор всех суждений, не содержащихся в CT-замыкании, и проверка каждого из них на корректность. Возможных вариантов перебора здесь немало, но имеются способы, позволяющие существенно сократить число проверок. Рассмотрим, как это делается. Для решения этой задачи построим таблицу из четырех колонок. 
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В первой колонке записывается CT-замыкание нашей системы – слева от стрелки литерал, а справа – литералы, которые достижимы из этого литерала. Сразу же в этой колонке видны максимальные элементы нашей структуры – у них скобки справа пустые. Зная максимальные элементы, можно легко получить минимальные элементы E-структуры (они необходимы для построения максимальных верхних конусов). Оказывается, минимальные элементы в E-структурах являются дополнениями максимальных элементов (имеется доказательство этого соотношения, которое здесь не приводится). Так, в нашем примере минимальные элементы A и 
[image: image85.wmf]C

, поэтому максимальными элементами будут соответственно 
[image: image86.wmf]A

 и C.

Во второй колонке осуществляется преобразование соответствующего исходного суждения CT‑замыкания так, что в рассматриваемой строке субъект суждения будет тем же самым, а предикатами суждения будут все термины из T, которые отсутствуют в исходном суждении. Например, если исходной была строка A((B, C), то во второй колонке записывается строка A(( A, 
[image: image87.wmf]A

,
[image: image88.wmf]B

,
[image: image89.wmf]C

), в которой будут все термины из T, исключая B и C. Очевидно, что суждения, представленные этой строкой (A( A, A(
[image: image90.wmf]A

, A(
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, A(
[image: image92.wmf]C

), в CT‑замыкании не содержатся. Некоторые из этих суждений (например, A(
[image: image93.wmf]A

) можно исключить сразу же без проверки на корректность.

В третьей колонке записывается результат, полученный во второй колонке, но при этом из числа предикатов исключается термин, который в данной строке является субъектом, и термин, который является отрицанием субъекта. Эти результаты заносятся в третью колонку таблицы. Таким образом, из возможных кандидатов в корректные гипотезы сразу же исключаются суждения типа X(X и X(
[image: image94.wmf]X

. Первое суждение утверждает, что каждое множество включено в самого себя, что является аксиомой, а второе подразумевает элементарную коллизию парадокса и поэтому не является корректным.

В четвертой колонке воспроизводятся записи третьей колонки, но при этом из правой части этих записей исключаются предикаты, образующие в совокупности с субъектом суждения, обратные тем, которые содержатся в CT-замыкании. Например, во второй строке из записи B((A,
[image: image95.wmf]A

,
[image: image96.wmf]C

) мы исключили из правой части термин A, так как его присутствие подразумевает, что нам придется проверять суждение B(A, хотя в CT‑замыкании имеется обратное ему суждение A(B. Как уже известно, совмещение прямого и обратного суждения в одной E-структуре приводит к появлению элементарного цикла между двумя литералами.

В результате оказывается, что предстоит проверить 12 элементарных суждений – по два суждения в каждой строке. Рассмотрим в качестве примера первую строку A((
[image: image97.wmf]B

,
[image: image98.wmf]C

), в которой содержатся два элементарных суждения A(
[image: image99.wmf]B

 и A(
[image: image100.wmf]C

. Вначале воспроизведем диаграмму Хассе нашей исходной системы (рис. 34) и добавим к этой системе первое проверяемое суждение (рис. 35). Теперь достаточно посмотреть на рисунок, чтобы убедиться, что новая система содержит коллизию парадокса A(
[image: image101.wmf]A

, поскольку из A есть путь в 
[image: image102.wmf]A

. Тот же результат мы получим, если в исходную систему добавим второе проверяемое суждение (рис. 36).
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Рис. 34


Рис. 35


Рис. 36

При проверке всех остальных элементарных суждений из четвертой колонки нашей таблицы оказывается, что все они инициируют коллизию парадокса. Таким образом, в исходную систему невозможно добавить какую-либо посылку, содержащую только базовые термины, чтобы при этом не возникало никаких коллизий. Системы с таким свойством мы в дальнейшем будем называть насыщенными системами. При этом "насыщенность" системы не означает, что в нее вообще нельзя ничего добавлять. Как было показано ранее, к указанным системам можно добавлять без коллизий сколько угодно экзистенциальных суждений.

Проверку корректности гипотезы, содержащей только базовые литералы, можно упростить, если воспользоваться соотношением, выраженным следующей теоремой. Но сначала необходимо определить еще одну операцию (инверсию), которая часто используется в E‑структурах .

Определение 15. Инверсией (Inv(S)) произвольного множества S литералов является множество литералов такое, что каждому литералу Li(S ставится в соответствие литерал 
[image: image106.wmf]i

L

( Inv(S). 

Другими словами, для выполнения инверсии в множестве литералов мы вместо каждого литерала из этого множества записываем его дополнение. Так, если S = {A, 
[image: image107.wmf]B

, C}, то Inv(S) = {
[image: image108.wmf]A

, B, 
[image: image109.wmf]C

}. Инверсия обладает некоторыми интересными свойствами. В частности, нетрудно проверить, что при двукратном применении инверсии к определенному множеству литералов будет получено то же самое множество, т.е. Inv(Inv(S)) = S. 

Теорема 5. Новое базовое суждение A(B является корректной гипотезой в корректной E‑структуре G, если совместно соблюдаются два равенства: 

(i) A((B( = (; 
(ii) A((Inv(B() = (.
Доказательство. Предположим, что A((B( ( (. Это означает, что существует некоторый литерал W, который одновременно принадлежит и A(, и B(. Отсюда следует, что W является предшественником литерала A и потомком литерала B. Поэтому, когда литералы A и B соединяются дугой A(B (т.е. мы добавляем гипотезу в структуру), то получается, что через литералы A и B существует путь из W в W, что означает коллизию цикла. Таким образом, необходимость условия (i) доказана. Предположим, что A((Inv(B() ( (. Это означает, что существует литерал W, такой, что W является предшественником A, а 
[image: image110.wmf]W

 – потомком литерала B. Тогда при добавлении гипотезы A(B в структуру появляется путь из W в 
[image: image111.wmf]W

, что означает коллизию парадокса. Таким образом, необходимость условия (ii) доказана. Конец доказательства.

Из доказательства теоремы 5 ясно, что в структуре имеется коллизия цикла в том случае, когда не соблюдается условие (i), а коллизия парадокса, - когда не соблюдается условие (ii). 

Рассмотрим, как можно использовать теорему 5 для решения предыдущей задачи (рисунок 34). Предположим, нам надо проверить корректность гипотезы B(
[image: image112.wmf]C

. Строим для этих литералов соответствующие конусы:

B(={A, B}; 
[image: image113.wmf]C

( = {
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,
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,
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}; Inv(
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() = {A, B, C}.

Проверяем условия теоремы 5: B((
[image: image118.wmf]C

( = (;     B(( Inv(
[image: image119.wmf]C

() = {A, B}.

Отсюда следует, что при добавлении гипотезы B(
[image: image120.wmf]C

 в структуру коллизии цикла не образуется, зато появляется коллизия парадокса.

Проверка насыщенности даже простой системы является весьма трудоемким занятием и здесь целесообразно воспользоваться вычислительными возможностями компьютера. Однако имеются классы E-структур, насыщенность которых легко распознается без нудного перебора. К этому классу относятся, в частности, все E-структуры, у которых диаграмма Хассе содержит две не пересекающиеся друг с другом максимальные цепи, т.е. пути, началом которых являются минимальные элементы структуры (см. раздел 8, стр. 35). Например, если мы построим диаграмму Хассе какой-то E-структуры и увидим такую картинку (рис. 37), то можем смело без всяких проверок утверждать, что эта система является насыщенной.

[image: image121.jpg]



Рис. 37

Нетрудно убедиться, что к данному структурному классу относится также и система, насыщенность которой мы только что проверили методом перебора. К этому классу относятся почти все примеры полисиллогизмов, приводимые в учебниках по логике, включая книгу [1]. Вместе с тем, этот класс является всего лишь частным случаем E‑структур и соответствующих им рассуждений, т.е. возможны классы E-структур, у которых схемы будут более запутанными. Далее будут рассмотрены E‑структуры, для которых проверка насыщенности не является такой простой процедурой. Приведем определения и соотношения, которые после предшествовавшего анализа будут более понятными.
Определение 16. Для заданной E-структуры любое суждение, содержащее только пару различных базовых терминов этой E-структуры и не содержащееся в ее CT-замыкании, называется базовым невыводимым суждением.
Определение 17. E-структура является насыщенной, если добавление в нее любого базового невыводимого суждения вызывает коллизии парадокса или цикла. В противном случае такая структура является ненасыщенной.
Определение 18. Для ненасыщенных E-структур любое ее базовое невыводимое суждение, не вызывающее в этой E-структуре каких-либо коллизий, называется базовой корректной гипотезой этой E-структуры. 

Свойство некоторых E-структур, позволяющее определять их насыщенность без перебора вариантов, формулируется в виде теоремы (ее доказательство здесь не приведено).
Теорема 6. Любая E-структура, диаграмма Хассе которой представлена в виде двух непересекающихся друг с другом максимальных путей, в которых содержатся все базовые литералы этой структуры, является насыщенной E-структурой.
Здесь мы будем рассматривать в основном базовые гипотезы, т.е. суждения, содержащие только базовые термины. Перейдем теперь к ненасыщенным E-структурам. Начнем с самого простого примера.
Пример 13. Пусть E-структура содержит два исходных суждения B(A и B(C. Ее можно также представить одним сложным суждением B((A, C). Содержательным примером такой E-структуры может быть такой силлогизм: 

1) Все тигры (B) хищники (A);

2) Все тигры млекопитающие (C).

 Для анализа этой структуры мы не будем использовать таблицу (этот способ весьма трудоемкий), а воспользуемся графом этой структуры (рисунок 38). Ту же структуру можно изобразить более наглядно (рисунок 39). 
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Рис. 38

 



Рис. 39
Видно, что данная схема не соответствует той, которая определена в теореме 6, в ней нет однонаправленных цепей, но имеются три максимальных (A, C и 
[image: image124.wmf]B

) и три минимальных (
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, 
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 и B) литерала, причем минимальные литералы 
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 и 
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 предшествуют одному и тому же литералу (
[image: image129.wmf]B

), а максимальные литералы A и C являются потомками одного литерала (B). Такие разветвления в структурах являются возможным признаком того, что они могут быть ненасыщенными. Учитывая это, мы можем построить новые базовые гипотезы, соединяя концевые литералы с помощью дуг, причем вариантов оказывается немало. В данной задаче возможны три варианта: 1); 
[image: image130.wmf]C

(
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;  2) 
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(
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;  3) 
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( A. Можно вместо них использовать их контрапозиции: 1) A ( C; 2) C ( A; 3) 
[image: image135.wmf]A

( C. Но при этом нужно учитывать, что контрапозиции гипотез оказываются уже не гипотезами, а следствиями из них, поэтому возможных гипотез здесь будет три, а не шесть. 

Нетрудно убедиться, что проверка этих гипотез по теореме 5 подтверждает их корректность. В качестве примера проверим гипотезу 
[image: image136.wmf]C

( A:

1-й шаг. Вычисляем соответствующие конусы и инверсию: 
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(={
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};  A( = {A}; Inv(A() = {
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}.

2-й шаг. Находим пересечения соответствующих множеств литералов:
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(( A( = (;     
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(( Inv(A() = (.

Отсюда ясно, что гипотеза корректна.

Далеко не каждая структура, в которую можно добавить корректные базовые гипотезы, становится насыщенной после добавления в нее гипотезы. Но в данном примере это не так. При добавлении каждой их трех корректных гипотез структура становится насыщенной. Рассмотрим, что произойдет, если добавить гипотезу C ( A (рисунок 40).
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Рис. 40




Рис. 41
Видно, что суждение B(A, которое вначале было посылкой, оказывается следствием, полученным по правилу транзитивности из посылки B ( C и добавленной гипотезы C ( A, поэтому в диаграмме Хассе это суждение не должно присутствовать. Аналогично суждение 
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(
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, которое является следствием суждений 
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(
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 и 
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(
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, также исключается из диаграммы Хассе (рисунок 41). Полученная диаграмма Хассе после добавления гипотезы соответствует условиям теоремы 6, и поэтому структура становится насыщенной.

Если же в исходную структуру мы добавим гипотезу 
[image: image150.wmf]C

( A, то получим структуру, диаграмма Хассе которой не соответствует условиям теоремы 6. Однако она тоже будет насыщенной, так как в нее уже невозможно добавить ни одной корректной базовой гипотезы. Диаграмма Хассе этой структуры показана на рисунке 42. И хотя в этой структуре есть разветвления, похожие на те, которые имелись в исходной задаче примера 13, но соединять дугами минимальные (
[image: image151.wmf]A

 и 
[image: image152.wmf]C

) или максимальные (A и C) литералы уже нельзя, так как сразу же появляется коллизия парадокса. Впрочем эту ситуацию можно просчитать, используя теорему 5. Таким образом, теорема 6 позволяет распознавать не все варианты насыщенных структур.
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Рис. 42

Необходимо отметить, что большое число базовых корректных гипотез, которые выявляются при анализе рассуждений, отнюдь не означает принципиальную неполноту наших знаний. При проверке часто оказывается, что многие из этих гипотез можно отбросить при анализе с помощью коллизии неадекватности. Так, если в качестве содержательного рассуждения для E-структуры из примера 13 взять суждение «Все тигры (B) хищники (A) и млекопитающие (C)», то оказывается, что любая из корректных по формальному критерию гипотез не соответствует действительности. Например, гипотеза A ( C (Все хищники являются млекопитающими) ошибочна (например, беркут – хищник, хотя и не млекопитающее).

Рассмотрим более сложный пример анализа насыщенности.
Пример 14. Добавим в пример 6 из раздела 3 еще одну посылку.

Всякие малые дети неразумны;

Все, кто укрощает крокодилов, заслуживают уважения;

Все неразумные люди не заслуживают уважения;

Все обманщики не заслуживают уважения.

Напомним, что основными терминами данной задачи были следующие: «малые дети» (C), «разумные люди» (S), «те, кто укрощает крокодилов» (T) и «те, кто заслуживает уважения» (R). При введении 4-й посылки в систему у нас появилась пара новых терминов: «все обманщики» (A) и «все не обманщики (правдивые)» (
[image: image154.wmf]A

).

Если рассмотреть исходную задачу с учетом наших знаний о насыщенных системах, то можно убедиться, что первые три посылки этого примера образуют насыщенную E‑структуру – это видно из рисунка 9, на котором изображена диаграмма Хассе этой системы, соответствующая критерию насыщенности из теоремы 6.

Рассмотрим теперь E-структуру для модифицированной задачи Л. Кэрролла с добавленной посылкой (рис. 43). 

[image: image155.jpg]




[image: image156.jpg]



Рис. 43






Рис. 44

 Если использовать для всех исходных посылок правило контрапозиции, то мы получим граф, который является диаграммой Хассе данной системы (рис. 44). При соответствующей перестановке вершин этого графа (нужно начать построение этой схемы, начиная с минимальных элементов, т.е. из элементов, в которые не входят дуги) можно получить для нее более наглядное представление (рис. 45).
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Рис. 45

Из рисунка видно, что данная структура не соответствует критериям теоремы 6 – здесь уже не два пути, а четыре, причем пары этих путей пересекаются и даже частично совпадают друг с другом. И здесь имеются разветвления, которые позволяют нам не проверять на корректность все возможные суждения, входящие в состав CT-замыкания, а выбирать лишь некоторые из них, а именно те, которые соединяют литералы из сходящихся или расходящихся разветвлений. 

Здесь уже более богатый выбор. Вначале выбираем новые базовые суждения, соединяя литералы из разных разветвлений в верхней части схемы. Получаем 4 возможных гипотезы:

1) A(C;  2) C(A;  3) A(
[image: image158.wmf]S

;  4) 
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(A.

Здесь уже можно соединять дугами не только минимальные литералы из разных пересекающихся друг с другом путей, но и некоторые промежуточные, встречающиеся до соединения этих путей, например, A(
[image: image160.wmf]S

.

Следующий этап, соединяем литералы из ветвей верхней части диаграммы с литералами из ветвей в нижней части. В результате получаем следующие варианты:

5) A(S;  6) A(
[image: image161.wmf]C

.

Другие возможные варианты (C(
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 и 
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(
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) уже не новые гипотезы, так как являются контрапозициями уже построенных возможных гипотез. Теперь можно проверить наши варианты, используя теорему 5 и приведенный выше алгоритм. Например, гипотеза 
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(A. Проверяем по алгоритму

1-й шаг: 
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2-й шаг: 
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Отсюда ясно, что гипотеза корректна.

Содержательным анализом этих результатов читатель может заняться самостоятельно. Здесь же рассмотрим сугубо формальный аспект этого процесса. Попробуем использовать некоторые из этих гипотез в качестве посылок. Если мы будем последовательно вводить в систему наши гипотезы, то увидим, что они неравноценны. Например, если ввести какую-либо одну из трех гипотез A(C, A(S или 
[image: image173.wmf]S

(A, то в результате таких обновлений образуются насыщенные системы. В то же время при вводе любой одной из остальных гипотез наши новые системы окажутся ненасыщенными. Это говорит о том, что в данную систему можно ввести, по крайней мере, еще одну гипотезу. Действуя таким способом, устанавливаем, что в нашу ненасыщенную систему можно ввести сразу не одну, а две разных базовых гипотезы. Например, можно ввести в систему следующие пары суждений: (C(A, S(
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) или (C(
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, S(
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) и при этом в системе не появится никаких коллизий.

Рассмотренные выше типы ненасыщенных структур могут быть дополнены еще одним типом. На рисунке 46 показана структура, в которой имеются пары путей, исходящих из одной вершины и затем пересекающихся в другой. 
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Рис. 46

Такие структуры тоже ненасыщенные. Для них можно в качестве корректных гипотез выбрать суждения, соединяющие промежуточные литералы в этих путях. В данной структуре такими гипотезами могут быть либо A(B, либо B(A. Попробуйте самостоятельно проверить корректность каждой из этих гипотез.

10. Отрицания и антитезы в E-структурах

Когда речь идет о литералах рассуждения, то вопрос об их отрицаниях особых сложностей не вызывает. Если мы говорим «Не A» или «Невозможно A», где A является литералом, то подразумеваем дополнение соответствующего множества A в некотором универсуме. Более сложен ответ на вопрос, что является с точки зрения E‑структур отрицанием данного суждения. И тем более непростой является математическая модель отрицания для рассуждения, содержащего связную совокупность суждений.

Рассмотрим сначала, как решается вопрос с отрицаниями в математической логике. Язык математической логики подчиняется строгим законам синтаксиса. Эти, по правде сказать, не очень простые для изучения законы нам для понимания дальнейшего изложения знать необязательно. Важно то, что весь разнообразный и необозримый набор синтаксически правильных предложений, выраженных на языке математической логики, можно представить как множество формул. Формулы могут быть простыми и сложными, но для каждой формулы существует единственное отрицание, которое выражается с помощью приписывания логической связки «не» перед формулой. Например, если исходная формула у нас обозначена как F, то ее отрицанием является формула, которая обозначается как (F (или в некоторых источниках как 
[image: image178.wmf]F

). Отрицание формулы тоже является формулой, и для этих двух формул должны соблюдаться два закона (соотношения):

1) формула F (
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— безусловно ложная формула;

2) формула F (
[image: image180.wmf]F

— безусловно истинная формула (тавтология или теорема).

Здесь у нас знаками ( и ( обозначены соответственно логические связки "И" (конъюнкция) и "ИЛИ" (дизъюнкция). Эти законы имеют в логике соответствующие названия: закон непротиворечия и закон исключенного третьего, и они к тому же однозначно определяют свойства отрицания. Из них, в частности, следует, что для любой формулы может быть только одно отрицание.

С учетом этих законов нетрудно увидеть сходство между отрицаниями в математической логике и дополнениями в алгебре множеств. В алгебре множеств соответствующие законы выражены для произвольного множества S в виде двух соотношений: 

1) S (
[image: image181.wmf]S

 = ( и 2) S (
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 = U.

Здесь у нас пустое множество соответствует в логике безусловно ложному утверждению, а в случае, когда соответствующее множество равно универсуму, это означает, что соответствующее логическое выражение безусловно истинно. 

Чтобы найти более тесную связь между логикой и алгеброй множеств, рассмотрим понятие «подстановка» в математической логике. Обычно каждая формула содержит определенное число переменных, вместо которых можно подставить какие-то константы (например, переменной может быть "книга в библиотеке", а константой – какая-то конкретная книга). Если в формуле одна или несколько переменных, и все эти переменные заменяются константами, то совокупность этих констант и их соотнесенность с соответствующими переменными называется подстановкой данной формулы. Если данная подстановка характеризуется тем, что формула, в которой все переменные заменены соответствующими константами, является истинной формулой, то такая подстановка называется выполняющей подстановкой данной формулы.

При интерпретации формул математической логики, когда мы рассматриваем каждую логическую формулу как множество выполняющих подстановок, оказывается, что отрицание формулы полностью соответствует дополнению алгебры множеств. Например, логическая формула выражает понятие "множество пар всех целых чисел X и Y, сумма которых равна 100". Тогда при выборе соответствующего универсума, например, "множество всех пар целых чисел", отрицанием этой формулы будет понятие "множество всех таких пар, сумма которых не равна 100". При таких условиях подстановка (34, 66) (это означает, что X = 34, а Y = 66) в нашу формулу будет выполняющей подстановкой, а подстановка (2, 99) – нет. Т.е. для формул с несколькими переменными выполняющие подстановки можно представить как некоторые последовательности (или кортежи) из элементов, а саму формулу – как множество таких кортежей.

Рассмотрим это соответствие более подробно. Представим алгебру множеств, элементами которой являются всевозможные подстановки для заданной в формуле совокупности переменных. Таких подстановок может быть бесконечное число (например, когда областью значений хотя бы одной переменной является бесконечный натуральный ряд чисел), но суть от этого не меняется. Каждую формулу, содержащую заданное множество переменных, можно представить как некоторое множество выполняющих подстановок для этих переменных. Тогда безусловно ложная формула в этом случае означает формулу, для которой выполняющих подстановок не существует (например, формула выражающая понятие "множество всех простых чисел, последней цифрой которых является 6"), а формула, в которой любая подстановка является выполняющей подстановкой, и которая в силу этого свойства является тавтологией или теоремой, соответствует универсуму этой алгебры множеств. Соответственно отрицание заданной формулы означает формулу, в которой выполняющими подстановками являются всевозможные элементы нашего универсума, которые не являются выполняющими подстановками исходной формулы. Так что связь формул математической логики с законами алгебры множеств очевидна: произвольная формула соответствует некоторому подмножеству универсума подстановок, которые для нее являются выполняющими, безусловно ложная формула – пустому множеству выполняющих подстановок, а тавтология или теорема – универсуму.

При переходе к E-структурам возникает проблема соответствующей интерпретации. Если в математической логике отрицание формулы также является формулой, то в E‑структурах формальное отрицание, т.е. присоединение знака отрицания или дополнения к соответствующей E-структуре или к отдельному суждению, не является суждением. Например, формальным отрицанием суждения «Все улитки молчаливы» будет предложение «Неверно, что все улитки молчаливы». Это предложение можно выразить в виде формулы исчисления предикатов, но оно по форме не является суждением E-структуры. На самом деле в этом случае отрицанием будет не одно, а некоторое множество суждений.

В современной логике с некоторых пор стали много внимания уделять "неклассическим" логикам, в которых в той или иной степени не соблюдаются законы классической логики. Среди них весьма распространены логики, у которых для одной формулы допускается не одно, а большее число различных отрицаний. Мотивы такой тенденции вроде бы понятны. Например, суждение "Всем A не присуще B" вроде бы "отрицает" суждение "Всем A присуще B", но в строгом смысле отрицанием не является, так как оно не эквивалентно правильному отрицанию "Неверно, что всем A присуще B". Это отрицание не только включает в себя суждение "Всем A не присуще B", но и такие, как "Некоторым A не присуще B" и "Всем не A присуще B".

Некоторые специалисты по логике (к ним относится и автор данной работы) считают, что использование понятия "отрицание" для обозначения разных сущностей вносит ненужную путаницу в логику. Чтобы избежать этой неоднозначности, будем различать отрицания и антитезы. Смысл отрицания при этом остается прежним, т.е. в полном соответствии с законами классической логики. 

Определение 20. Антитезой суждения будем называть такое суждение, которое при соединении с первоначальным суждением вызывает коллизию парадокса.

Например, если у нас исходным суждением является предложение «Все жирафы – хищники», то в этом случае его антитезой является суждение «Все жирафы – не хищники», поскольку (в этом нетрудно убедиться) при совмещении этих двух суждений появляется коллизия парадокса «Все жирафы – не жирафы». Тогда известные в традиционной логике контрарные и контрадикторные суждения (см. разделы 6 и 8) являются антитезами в этом смысле. Но для E‑структур при таком подходе можно сформулировать намного более широкий набор всевозможных антитез.

С точки зрения алгебры множеств антитеза имеет следующие свойства. Пусть F – некоторое логическое выражение (или формула), которое можно рассматривать как множество выполняющих подстановок из универсума U. Обозначим Anti(F) антитезу F. Ее тоже можно интерпретировать как множество выполняющих подстановок в универсуме U. Тогда будут справедливы следующие соотношения:

1) F ( Anti(F) = (;    2) F ( Anti(F) ( U;   3) Anti(F) ( 
[image: image183.wmf]F

.

Из этих соотношений хорошо видно сходство и отличие антитезы и отрицания (дополнения). Простейшим примером антитезы является отношение "больше" применительно к "меньше". В то же время строгим отрицанием отношения "меньше" является отношение "больше или равно". И хотя отношение "больше" в строгом смысле не является отрицанием "меньше", тем не менее применительно к каким-либо фиксированным объектам оно несовместимо с ним. Многие антонимы в естественном языке, такие как "молодой — старый", "красивый — безобразный", с точки зрения математической логики также не являются отрицаниями друг друга и относятся к классу антитез. Если же речь идет о суждениях, то контрарные и контрадикторные суждения, о которых шла речь в разделах 6 и 8, являются антитезами исходных. В то же время с точки зрения математической логики они не являются их отрицаниями. 

Если при формулировке антитез использовать только базовые литералы, то множество всех возможных базовых антитез легко находится с помощью CT-замыкания исходной структуры. Рассмотрим сначала простейший случай, когда E-структура содержит единственное суждение, например, A(B. Тогда для этой структуры можно построить две антитезы: A(
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 и 
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(B. Каждое из них при соединении с исходным суждением инициирует коллизию парадокса. Отсюда ясно, что антитезой элементарного суждения является суждение, в котором один из литералов заменен на альтернативный. Нетрудно убедиться, что антитезы к контрапозиции исходного суждения (
[image: image186.wmf]B

(
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) являются контрапозициями ранее построенных антитез. 

Посмотрим, как найти базовые суждения, которые являются антитезами к примеру 6 (рисунок 12). Мы можем взять любую посылку (например, C(
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) или любое следствие (например, R(
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) из этой структуры и к каждому из этих суждений построить по две антитезы. Правило очень простое: для того, чтобы построить антитезу к исходному суждению, надо в этом суждении заменить только один литерал на его дополнение. Решение этой задачи сформируем в виде таблицы. 

	Исходное суждение
	Антитезы к нему

	C(
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Можно легко доказать, что добавление любого из этих суждений-антитез в E-структуру инициирует коллизию парадокса. 

Антитезы часто используются в полемике. В естественных рассуждениях контраргументы (или контрдоводы) нередко формулируются как антитезы. Если в рассуждении присутствует в качестве посылки или в качестве следствия какое-либо суждение K, то контраргументом в этом случае является не вызывающее сомнений суждение, являющееся антитезой K. Если нашу антитезу невозможно опровергнуть, то можно считать, что мы переспорили оппонента. 

11. Абдуктивный вывод

В философии и логике считается, что индукция и абдукция – это более высокие по сравнению с дедукцией формы мышления, непосредственно связанные с творческим мышлением, т.е. с мышлением, результатом которого являются новые знания. Но в современной логике отсутствует однозначное определение абдукции. Считается, что абдуктивные выводы были предложены одним из создателей математической логики Ч. Пирсом. Исследуя теорию силлогистики Аристотеля, он предложил модифицировать ее, чтобы получать не только дедуктивные выводы, но и правдоподобные рассуждения. Рассмотрим в качестве примера один из силлогизмов Л. Кэрролла. Даны посылки:

1) Все молчаливые существа не забавны;

2) Все улитки молчаливы.

Если использовать правила силлогистики, то получим следствие:

Все улитки не забавны.

Это же следствие можно легко получить и с помощью E-структур. Из схемы этого силлогизма Пирс построил два других типа рассуждения. Одно из них он назвал принятием гипотезы, а позже предложил назвать "абдукцией". Вот это рассуждение.

Исходная посылка: Все улитки молчаливы.

Получен результат: Все улитки не забавны.

Далее рассуждаем так: чтобы этот результат был следствием исходной посылки, необходимо в состав посылок добавить гипотезу "Все улитки молчаливы". Поиск такой посылки как раз и есть абдуктивный вывод.

Для простого силлогизма подобная схема рассуждения была известна намного раньше исследований Ч. Пирса, но она имеет другое название – энтимема, т.е. рассуждение с пропущенной посылкой. Рассмотрим подробно известный пример. Дано рассуждение «Этот человек не знает дорогу к реке. Следовательно, он не местный житель». Это по сути силлогизм с пропущенной посылкой. Для его анализа используем E‑структуры.

Введем обозначения: H – этот человек, K – знающий дорогу к реке, V – местный житель. Исходной посылкой является связь H(
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, предполагаемым следствием H(
[image: image197.wmf]V

. Данное рассуждение можно представить в виде диаграммы (рис. 47). Здесь посылка изображена сплошной линией, предполагаемое следствие – пунктиром. Чтобы суждение H(
[image: image198.wmf]V

стало действительным следствием, необходимо, чтобы из вершины H был путь к вершине 
[image: image199.wmf]V

. Достаточно посмотреть на рисунок, чтобы сразу же найти "недостающее звено": 
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(
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(рис.48). Контрапозицией этого суждения является V(K (все местные жители знают дорогу к реке).
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Рис. 47




Рис. 48

Следуя Ч. Пирсу, будем называть абдукцией методы анализа рассуждений, в которых требуется найти подходящую гипотезу для того, чтобы построить корректную логическую связь между исходными посылками и предполагаемым следствием из этих посылок. В отличие от энтимемы абдукция используется в более сложных, чем простой силлогизм, случаях. 

Абдукция встречается не только в научном анализе, но и во многих других мыслительных актах, даже в такой, казалось бы, далекой от логики сфере как юмор. В качестве примера проанализируем один анекдот, связанный с известным британским политиком Уинстоном Черчиллем. Как известно, он прекрасно разбирался в тонкостях языка (ему, кстати, была присуждена Нобелевская премия по литературе за мемуары о Второй мировой войне), и его остроты далеко не всем приходились по вкусу. Однажды чем-то обиженная на него леди Астор сказала ему: «Если бы вы были моим мужем, я бы подсыпала вам яд в кофе». Черчилль тут же ответил: «Если бы вы были моей женой, то я бы этот кофе выпил».

Смешное обычно не принято комментировать. Но здесь иная ситуация – ставится задача найти связь комического с абдукцией. Ответ Черчилля внешне безобиден. Однако при этом "домысливается", что его ответу должна предшествовать фраза «А вы мне так неприятны, что ... » и предпосылка о том, что в моделируемой ситуации говорящий знает о насыпанном яде. Эти недостающие звенья являются абдуктивным выводом из произнесенных фраз и ситуации, и смех (по крайней мере, у людей с чувством юмора) вызывает не только этот скрытый намек, но и не в последнюю очередь радость, связанная с его самостоятельной и быстрой «расшифровкой».

Нередко при использовании абдукции встречаются случаи, когда простое восстановление недостающих связей не приводит к успеху. И схемы в таких случаях не всегда помогают – нужна более четкая аналитика. Рассмотрим более сложный пример, где вместо содержательных терминов используются обычные символы. Пусть даны посылки A(B; C((
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,
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); E(D (второе суждение означает «Все C есть не-B и не-D»). Предполагаемым следствием является A(
[image: image206.wmf]E

. Требуется восстановить недостающие посылки, не вводя при этом новых литералов.

Для исходных посылок построим соответствующую диаграмму (рисунок 49), пунктирной дугой обозначим предполагаемое следствие. Затем добавим в нее все контрапозиции исходных суждений (рисунок 50).
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Рис. 49




Рис. 50

Из рисунка ясно, что из A в 
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 нет пути, поэтому суждение A(
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 не является следствием исходных посылок и для того, чтобы оно стало следствием, необходимо найти подходящую гипотезу, которую можно использовать в качестве посылки. Можно попробовать перебрать и проверить все возможные новые суждения, пока не найдется подходящего, но число всех новых суждений может оказаться большим и процесс окажется весьма трудоемким. Известен более простой способ, который можно дать в виде следующего алгоритма. 

Алгоритм поиска абдуктивных выводов. Даны исходные посылки и предполагаемое следствие, допустим, P(Q. Тогда выполняются следующие действия:

Шаг 1. Построить структуру с исходными посылками и затем вывести контрапозиции к каждой из посылок.

Шаг 2. Проверить существование в полученной структуре пути из P в Q. Если такого пути нет, то переход к шагу 3, иначе выход из алгоритма с ответом "Для данной задачи абдуктивный вывод не требуется".

Шаг 3. Используя построенную на шаге 1 структуру, построить верхний конус P( и нижний конус Q(.

Шаг 4. Из полученных на шаге 4 множеств записать все возможные пары (Xi, Yj), где Xi(P( и Yj(Q(. 

Шаг 5. Для каждой пары, полученной на шаге 4, проверить, используя теорему 5, корректность гипотезы Xi,(Yj. Если гипотеза некорректна, то соответствующая пара исключается из списка. Оставшиеся пары являются возможными вариантами ответа. Конец алгоритма.

Неформальное пояснение к алгоритму. С помощью этого алгоритма мы ищем недостающие звенья цепи P( ... (Q, так как разрывы в этой цепи означают, что суждение P(Q не является следствием исходных посылок. Список пар, полученных на шаге 4, является полным списком этих недостающих звеньев, т.е. гипотез. Но некоторые из них могут быть некорректными, поэтому необходим шаг 5.

Рассмотрим, как работает этот алгоритм применительно к нашей задаче.

Шаг 1 и Шаг 2 уже выполнены.

Шаг 3. Из рисунка 50 получаем A( = {A, B, 
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},  
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( = {
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, C, 
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}.

Шаг 4. Список возможных пар:


(A, 
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), (A, C), (A, 
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), (B, 
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), (B, C), (B, 
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), (
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,
[image: image220.wmf]E

), (
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, C), (
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,
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).

Шаг 5. Из этого списка сразу можно исключить пары (A, 
[image: image224.wmf]E

) и (
[image: image225.wmf]C

, C), поскольку первая пара соответствует нашему следствию, а вторая – явная коллизия парадокса. Остальные пары необходимо проверить. Например, выполним проверку только двух гипотез A(C и A(
[image: image226.wmf]D

. Проверяем по теореме 5. 

Для гипотезы A(C: 

A( = {A};   C(= {C, 
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, 
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, 
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, 
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};   A((C(= (;   A((Inv(C()={A} – гипотеза некорректна.

Для гипотезы A(
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:

A( = {A};   
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(= {
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, 
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};  A((
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(= (;    A((Inv(
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()=( – гипотеза корректна.

Проверив остальные гипотезы, мы убедимся, что возможными вариантами абдуктивного вывода для данной задачи могут быть только следующие базовые суждения:

A(
[image: image237.wmf]D

; B(
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 и B(
[image: image239.wmf]E

.

Какой из этих вариантов самый подходящий, можно решить только на основе содержательного анализа. Каждая новая связь влечет за собой некоторую совокупность новых следствий. Некоторые из них могут оказаться несовместимыми с какими-то явно невыраженными, но подразумеваемыми правильными суждениями. Если и на этом этапе все наши абдуктивные выводы будут забракованы, то можно остановиться на том, что предполагаемое следствие в данной системе необходимо принять в качестве исходной посылки при условии, что его добавление в структуру не вызывает коллизий.

Рассмотренный метод допускает также реализацию, в которой абдуктивные выводы могут содержать термины, не входящие в первоначальную структуру, т.е. когда в качестве гипотез выбираются не базовые, а частные суждения. В приведенном выше анекдоте именно эта ситуация. 

Заключение

Необходимо отметить, что анализ рассуждений на основе E-структур характеризуется намного более широкими возможностями, чем методы анализа на основе силлогистики Аристотеля и полисиллогистики. В частности, методы силлогистики не позволяют исследовать возможные гипотезы, проверять правильность рассуждения с помощью анализа коллизий, находить возможные абдуктивные выводы. В то же время в E-структурах имеются четкие алгоритмы для реализации этих видов анализа рассуждений. Такие новые возможности анализа появляются за счет использования в качестве моделей рассуждений сугубо математических структур, таких, как алгебра множеств, теория графов, теория частично упорядоченных множеств. Синтезом этих математических структур являются E-структуры.

Но с помощью E-структур можно моделировать далеко не все виды рассуждений, используемых в современной логике. Например, высказывание «Если A, то С» можно представить в виде суждения и включить в E-структуру. Но для анализа рассуждений с более сложными высказываниями, например, такими, как «Если A и B, то С», E-структуры не подходят, и необходимы уже другие математические системы. Одной из таких универсальных систем является математическая логика, которая включает в себя такие разделы, как исчисление высказываний и исчисление предикатов. Еще одной системой, не уступающей по своим аналитическим возможностям математической логике, является алгебра кортежей. Но по сравнению с математической логикой алгебра кортежей оказывается более простой для усвоения и изучения. Введение в алгебру кортежей и примеры ее использования для анализа сложных рассуждений размещены на этой же Web‑странице. 
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